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线性方程组和矩阵

秦加俊

2026 年 6 月 20 日

1 线性方程组

例题 1.1: 两类特殊线性方程组 解线性方程组：

(1) 

(1 + 𝑎1)𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + · · · + 𝑥𝑛 = 𝑏1 ,

𝑥1 + (1 + 𝑎2)𝑥2 + 𝑥3 + · · · + 𝑥𝑛 = 𝑏2 ,

...

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + · · · + (1 + 𝑎𝑛)𝑥𝑛 = 𝑏𝑛 ,

其中

𝑎1 , 𝑎2 , . . . , 𝑎𝑛 ≠ 0, 1
𝑎1

+ 1
𝑎2

+ · · · + 1
𝑎𝑛

≠ −1.

(2) 

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + · · · + (𝑛 − 1)𝑥𝑛−1 + 𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1 ,

𝑛𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + · · · + (𝑛 − 2)𝑥𝑛−1 + (𝑛 − 1)𝑥𝑛 = 𝑏2 ,

...

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 + · · · + 𝑛𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛 = 𝑏𝑛 .

解答. (1) 记
𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛 .

第 𝑖 个方程可以写成

𝑎𝑖𝑥𝑖 + 𝑆 = 𝑏𝑖 .

因为 𝑎𝑖 ≠ 0，所以
𝑥𝑖 =

𝑏𝑖 − 𝑆
𝑎𝑖

, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

两边对 𝑖 求和，得到

𝑆 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑏𝑖 − 𝑆
𝑎𝑖

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑏𝑖
𝑎𝑖

− 𝑆
𝑛∑
𝑖=1

1
𝑎𝑖
.

因此

𝑆

(
1 +

𝑛∑
𝑖=1

1
𝑎𝑖

)
=

𝑛∑
𝑖=1

𝑏𝑖
𝑎𝑖
.
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由题设

1 +
𝑛∑
𝑖=1

1
𝑎𝑖

≠ 0,

所以

𝑆 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑏 𝑗
𝑎 𝑗

1 +
𝑛∑
𝑗=1

1
𝑎 𝑗

.

于是原方程组的解为

𝑥𝑖 =
1
𝑎𝑖

©­­­­­­«
𝑏𝑖 −

𝑛∑
𝑗=1

𝑏 𝑗
𝑎 𝑗

1 +
𝑛∑
𝑗=1

1
𝑎 𝑗

ª®®®®®®¬
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

(2) 记第 𝑖 个方程为 (𝐸𝑖)，并约定
𝑏𝑛+1 = 𝑏1.

令

𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛 .

用第 𝑖 个方程减去第 𝑖 + 1 个方程，得到

𝑆 − 𝑛𝑥𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑏𝑖+1 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

因此

𝑥𝑖 =
𝑆 − 𝑏𝑖 + 𝑏𝑖+1

𝑛
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

下面求 𝑆。把所有方程相加。注意每个未知数 𝑥 𝑗 的系数总和都是

1 + 2 + · · · + 𝑛 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
.

所以
𝑛(𝑛 + 1)

2
𝑆 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑏𝑖 .

因此

𝑆 =
2

𝑛(𝑛 + 1)
𝑛∑
𝑗=1

𝑏 𝑗 .

代回得

𝑥𝑖 =
1
𝑛

©­« 2
𝑛(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑗=1

𝑏 𝑗 − 𝑏𝑖 + 𝑏𝑖+1
ª®¬ , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

其中约定 𝑏𝑛+1 = 𝑏1。

□
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例题 1.2: 含参数线性方程组的解的情况 当 𝑎 取何值时，线性方程组
𝑎𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1,

𝑥1 + 𝑎𝑥2 + 𝑥3 = 𝑎,

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑎𝑥3 = 𝑎2

无解、有唯一解和有无穷多解？并在有无穷多解时求出其通解。

解答. 系数矩阵为

𝐴 =
©­­­«
𝑎 1 1
1 𝑎 1
1 1 𝑎

ª®®®¬ = (𝑎 − 1)𝐸3 +
©­­­«
1 1 1
1 1 1
1 1 1

ª®®®¬ .
该矩阵在向量 (1, 1, 1)𝑇 方向上的特征值为

𝑎 + 2,

在与 (1, 1, 1)𝑇 正交的二维子空间上的特征值为

𝑎 − 1.

因此

det𝐴 = (𝑎 − 1)2(𝑎 + 2).
所以当

𝑎 ≠ 1, −2

时，系数矩阵可逆，方程组有唯一解。

下面讨论 𝑎 = 1 和 𝑎 = −2 两种奇异情形。
当 𝑎 = 1 时，方程组变为 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1,

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1,

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1.

所以有无穷多解，通解为

𝑥1 = 𝑠, 𝑥2 = 𝑡 , 𝑥3 = 1 − 𝑠 − 𝑡 , 𝑠 , 𝑡 ∈ R.

当 𝑎 = −2 时，系数矩阵为

𝐴 =
©­­­«
−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

ª®®®¬ .
它的零空间由 (1, 1, 1)𝑇 张成，因此其列空间为{

𝑦 ∈ R3 : 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 = 0
}
.
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但此时右端向量为 ©­­­«
1
−2
4

ª®®®¬ ,
其分量和为

1 − 2 + 4 = 3 ≠ 0.

所以右端向量不在列空间中，方程组无解。

综上： 
𝑎 = −2, 无解;

𝑎 = 1, 有无穷多解;

𝑎 ≠ 1,−2, 有唯一解.

□

2 矩阵

例题 2.1: 矩阵恒等式：𝐸𝑛 −𝐴𝐵 与 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 设 𝐴 为 𝑛 ×𝑚 矩阵，𝐵 为 𝑚 × 𝑛 矩阵。如

果 𝐸𝑛 − 𝐴𝐵 可逆，证明：𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 也可逆，并求

(𝐸𝑚 − 𝐵𝐴)−1.

解答. 我们猜测
(𝐸𝑚 − 𝐵𝐴)−1 = 𝐸𝑚 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴.

下面验证它确实是逆矩阵。

首先计算右乘：

(𝐸𝑚 − 𝐵𝐴) [𝐸𝑚 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴
]

= 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴 − 𝐵𝐴𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴

= 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 + 𝐵 [𝐸𝑛 − 𝐴𝐵] (𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴

= 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 + 𝐵𝐴

= 𝐸𝑚 .

因此

𝐸𝑚 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴

是 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 的右逆。
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同理计算左乘： [
𝐸𝑚 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴

] (𝐸𝑚 − 𝐵𝐴)
= 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴 − 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴𝐵𝐴

= 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)𝐴
= 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 + 𝐵𝐴

= 𝐸𝑚 .

所以它也是左逆。于是 𝐸𝑚 − 𝐵𝐴 可逆，并且

(𝐸𝑚 − 𝐵𝐴)−1 = 𝐸𝑚 + 𝐵(𝐸𝑛 − 𝐴𝐵)−1𝐴.

□

3 逆矩阵的计算

例题 3.1: 若干特殊矩阵的逆矩阵 求下列矩阵的逆矩阵：

(1)

𝐴1 =

©­­­­­­«
2
1 2

. . . . . .

1 2

ª®®®®®®¬𝑛×𝑛
;

(2)

𝐴2 =

©­­­­­­«
0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 0

ª®®®®®®¬𝑛×𝑛
, 𝑛 ≥ 2;

(3)

𝐴3 =

©­­­­­­­­«

1 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

ª®®®®®®®®¬𝑛×𝑛
, 𝑛 ≥ 2;

(4)

𝐴4 = (𝑎𝑖 𝑗), 𝑎𝑖 𝑗 =


𝑏 𝑗−𝑖 , 𝑗 ≥ 𝑖,

0, 𝑗 < 𝑖;
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(5)

𝐴5 = (𝑎𝑖 𝑗), 𝑎𝑖 𝑗 =


𝑗 − 𝑖 + 1, 𝑗 ≥ 𝑖,

0, 𝑗 < 𝑖;

(6)

𝐴6 =

©­­­­­­­­«

1 𝑎 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 1 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑎 1 · · · 𝑎
...

...
...

. . .
...

𝑎 𝑎 𝑎 · · · 1

ª®®®®®®®®¬𝑛×𝑛
, 𝑎 ≠ 1, 𝑎 ≠

1
1 − 𝑛

;

(7)

𝐴7 =

©­­­­­­­­«

1 + 𝑎1 1 1 · · · 1
1 1 + 𝑎2 1 · · · 1
1 1 1 + 𝑎3 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 1 + 𝑎𝑛

ª®®®®®®®®¬
,

其中

𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 ≠ 0, 1
𝑎1

+ 1
𝑎2

+ · · · + 1
𝑎𝑛

≠ −1;

(8)

𝐴8 =

©­­­­­­­­«

1 2 · · · 𝑛 − 1 𝑛

𝑛 1 · · · 𝑛 − 2 𝑛 − 1
...

...
. . .

...
...

3 4 · · · 1 2
2 3 · · · 𝑛 1

ª®®®®®®®®¬
;

(9)

𝐴9 =

©­­­­­­­­«

𝑎 𝑎 + 1 · · · 𝑎 + 𝑛 − 2 𝑎 + 𝑛 − 1
𝑎 + 𝑛 − 1 𝑎 · · · 𝑎 + 𝑛 − 3 𝑎 + 𝑛 − 2

...
...

. . .
...

...

𝑎 + 2 𝑎 + 3 · · · 𝑎 𝑎 + 1
𝑎 + 1 𝑎 + 2 · · · 𝑎 + 𝑛 − 1 𝑎

ª®®®®®®®®¬
, 𝑎 ≠

1 − 𝑛
2

;

(10)

𝐴10 =

©­­­­­­­­­«

2 −1
−1 2 −1

−1 2 . . .
. . . . . . −1

−1 2

ª®®®®®®®®®¬𝑛×𝑛
, 𝑛 ≥ 2;
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(11)

𝐴11 =

©­­­­­­­­«

1 1 1 · · · 1
1 𝜁 𝜁2 · · · 𝜁𝑛−1

1 𝜁2 𝜁4 · · · 𝜁2(𝑛−1)
...

...
...

. . .
...

1 𝜁𝑛−1 𝜁2(𝑛−1) · · · 𝜁(𝑛−1)2

ª®®®®®®®®¬
, 𝜁 = 𝑒

2𝜋𝑖
𝑛 .

解答. 下面分别计算。

(1) 记 𝐿 为下移矩阵，即

𝐿 =

©­­­­­­«
0
1 0

. . . . . .

1 0

ª®®®®®®¬
.

则

𝐴1 = 2𝐸𝑛 + 𝐿 = 2
(
𝐸𝑛 + 1

2
𝐿
)
.

因为 𝐿𝑛 = 𝑂，所以

𝐴−1
1 =

1
2

(
𝐸𝑛 − 1

2
𝐿 + 1

22 𝐿
2 − · · · + (−1)𝑛−1 1

2𝑛−1 𝐿
𝑛−1

)
.

即

(𝐴−1
1 )𝑖 𝑗 =


(−1)𝑖−𝑗
2𝑖−𝑗+1 , 𝑖 ≥ 𝑗 ,

0, 𝑖 < 𝑗.

(2) 设 𝐽𝑛 为全 1 矩阵，则
𝐴2 = 𝐽𝑛 − 𝐸𝑛 .

因为

𝐽2
𝑛 = 𝑛𝐽𝑛 ,

可直接验证

(𝐽𝑛 − 𝐸𝑛)
(
−𝐸𝑛 + 1

𝑛 − 1
𝐽𝑛

)
= 𝐸𝑛 .

所以

𝐴−1
2 = −𝐸𝑛 + 1

𝑛 − 1
𝐽𝑛 .

(3) 将矩阵按第一行第一列分块，记 e = (1, . . . , 1)𝑇 ∈ R𝑛−1，则

𝐴3 =

(
1 e𝑇

e 𝐽𝑛−1 − 𝐸𝑛−1

)
.
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直接验证可得

𝐴−1
3 =

(
2 − 𝑛 e𝑇

e −𝐸𝑛−1

)
.

也就是说

𝐴−1
3 =

©­­­­­­­­«

2 − 𝑛 1 1 · · · 1
1 −1 0 · · · 0
1 0 −1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · −1

ª®®®®®®®®¬
.

(4) 记 𝑁 为上移矩阵，即

𝑁 =

©­­­­­­«
0 1

0 1
. . . . . .

0

ª®®®®®®¬
.

则

𝐴4 = 𝐸𝑛 + 𝑏𝑁 + 𝑏2𝑁2 + · · · + 𝑏𝑛−1𝑁𝑛−1.

因为 𝑁𝑛 = 𝑂，所以

𝐴4 = (𝐸𝑛 − 𝑏𝑁)−1.

因此

𝐴−1
4 = 𝐸𝑛 − 𝑏𝑁.

即 𝐴−1
4 的主对角元全为 1，第一上对角元全为 −𝑏，其余元素全为 0。

(5) 仍记 𝑁 为上移矩阵。则

𝐴5 = 𝐸𝑛 + 2𝑁 + 3𝑁2 + · · · + 𝑛𝑁𝑛−1.

由

(𝐸𝑛 − 𝑁)−2 = 𝐸𝑛 + 2𝑁 + 3𝑁2 + · · · + 𝑛𝑁𝑛−1

可知

𝐴5 = (𝐸𝑛 − 𝑁)−2.

因此

𝐴−1
5 = (𝐸𝑛 − 𝑁)2 = 𝐸𝑛 − 2𝑁 + 𝑁2.

即 𝐴−1
5 的主对角元为 1，第一上对角元为 −2，第二上对角元为 1，其余元素为 0。

(6) 设 𝐽𝑛 为全 1 矩阵，则
𝐴6 = (1 − 𝑎)𝐸𝑛 + 𝑎𝐽𝑛 .

利用 𝐽2
𝑛 = 𝑛𝐽𝑛，可设

𝐴−1
6 = 𝑥𝐸𝑛 + 𝑦𝐽𝑛 .
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由 ((1 − 𝑎)𝐸𝑛 + 𝑎𝐽𝑛
)(𝑥𝐸𝑛 + 𝑦𝐽𝑛) = 𝐸𝑛

比较 𝐸𝑛 与 𝐽𝑛 的系数，得

𝑥 =
1

1 − 𝑎
, 𝑦 = − 𝑎

(1 − 𝑎)(1 + (𝑛 − 1)𝑎) .

所以

𝐴−1
6 =

1
1 − 𝑎

𝐸𝑛 − 𝑎
(1 − 𝑎)(1 + (𝑛 − 1)𝑎) 𝐽𝑛 .

(7) 设
𝐷 = diag(𝑎1 , 𝑎2 , . . . , 𝑎𝑛), 𝐽𝑛 = ee𝑇 .

则

𝐴7 = 𝐷 + 𝐽𝑛 .

令

𝑠 = 1 +
𝑛∑

𝑘=1

1
𝑎𝑘

.

由题设 𝑠 ≠ 0。根据秩一扰动公式，

𝐴−1
7 = 𝐷−1 − 𝐷−1ee𝑇𝐷−1

1 + e𝑇𝐷−1e
.

即

(𝐴−1
7 )𝑖 𝑗 =

𝛿𝑖 𝑗

𝑎𝑖
− 1

𝑠 𝑎𝑖𝑎 𝑗
, 1 ≤ 𝑖 , 𝑗 ≤ 𝑛.

(8) 令 𝑃 为循环上移矩阵

𝑃 =

©­­­­­­­­«

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0

ª®®®®®®®®¬
.

则

𝐴8 = 𝐸𝑛 + 2𝑃 + 3𝑃2 + · · · + 𝑛𝑃𝑛−1.

注意

𝑃𝑛 = 𝐸𝑛 , 𝐸𝑛 + 𝑃 + · · · + 𝑃𝑛−1 = 𝐽𝑛 .

计算得

𝐴8(𝑃 − 𝐸𝑛) = 𝑛𝐸𝑛 − 𝐽𝑛 .

又因为

𝐴8𝐽𝑛 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
𝐽𝑛 ,

9



高等代数 北京大学数学科学学院

所以

𝐴8

[
1
𝑛
(𝑃 − 𝐸𝑛) + 2

𝑛2(𝑛 + 1) 𝐽𝑛
]
= 𝐸𝑛 .

因此

𝐴−1
8 =

1
𝑛
(𝑃 − 𝐸𝑛) + 2

𝑛2(𝑛 + 1) 𝐽𝑛 .

(9) 由第 (8) 问的记号，设
𝐴9 = 𝐴8 + (𝑎 − 1)𝐽𝑛 .

因为 𝐽𝑛(𝑃 − 𝐸𝑛) = 𝑂，并且

𝐴9𝐽𝑛 =

(
𝑛𝑎 + 𝑛(𝑛 − 1)

2

)
𝐽𝑛 =

𝑛(2𝑎 + 𝑛 − 1)
2

𝐽𝑛 ,

所以

𝐴9

[
1
𝑛
(𝑃 − 𝐸𝑛) + 2

𝑛2(2𝑎 + 𝑛 − 1) 𝐽𝑛
]
= 𝐸𝑛 .

因此

𝐴−1
9 =

1
𝑛
(𝑃 − 𝐸𝑛) + 2

𝑛2(2𝑎 + 𝑛 − 1) 𝐽𝑛 .

(10) 设 𝐴−1
10 = (𝑐𝑖 𝑗)。则

𝑐𝑖 𝑗 =
min{𝑖 , 𝑗}(𝑛 + 1 − max{𝑖, 𝑗})

𝑛 + 1
, 1 ≤ 𝑖 , 𝑗 ≤ 𝑛.

即

𝐴−1
10 =

1
𝑛 + 1

©­­­­­­­­«

𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2 · · · 1
𝑛 − 1 2(𝑛 − 1) 2(𝑛 − 2) · · · 2
𝑛 − 2 2(𝑛 − 2) 3(𝑛 − 2) · · · 3
...

...
...

. . .
...

1 2 3 · · · 𝑛

ª®®®®®®®®¬
.

这个公式可由直接代入

2𝑐𝑖 𝑗 − 𝑐𝑖−1, 𝑗 − 𝑐𝑖+1, 𝑗 = 𝛿𝑖 𝑗 , 𝑐0𝑗 = 𝑐𝑛+1, 𝑗 = 0

验证得到。

(11) 这是 Fourier 矩阵。记
𝐴11 = (𝜁(𝑝−1)(𝑞−1))𝑛𝑝,𝑞=1.

利用单位根求和公式
𝑛−1∑
𝑘=0

𝜁𝑚𝑘 =


𝑛, 𝑛 | 𝑚,

0, 𝑛 ∤ 𝑚,

可得

𝐴11

( 1
𝑛
(𝜁−(𝑝−1)(𝑞−1))𝑛𝑝,𝑞=1

)
= 𝐸𝑛 .

因此

𝐴−1
11 =

1
𝑛

(
𝜁−(𝑝−1)(𝑞−1))𝑛

𝑝,𝑞=1.

10
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□

例题 3.2: 方阵的可逆矩阵与幂等矩阵分解 设 𝐴 为 𝑛 阶方阵。证明：存在 𝑛 阶方阵 𝐵

和 𝐶，使得 𝐵 可逆，𝐶 满足

𝐶2 = 𝐶,

且

𝐴 = 𝐵𝐶.

解答. 设
rank 𝐴 = 𝑟.

由矩阵的等价标准形，存在可逆矩阵 𝑃, 𝑄，使得

𝐴 = 𝑃

(
𝐸𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

)
𝑄.

记

𝐷 =

(
𝐸𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

)
.

则

𝐷2 = 𝐷.

令

𝐵 = 𝑃𝑄, 𝐶 = 𝑄−1𝐷𝑄.

显然 𝐵 可逆，并且

𝐶2 = 𝑄−1𝐷𝑄𝑄−1𝐷𝑄 = 𝑄−1𝐷2𝑄 = 𝑄−1𝐷𝑄 = 𝐶.

同时

𝐵𝐶 = 𝑃𝑄 ·𝑄−1𝐷𝑄 = 𝑃𝐷𝑄 = 𝐴.

因此存在可逆矩阵 𝐵 与幂等矩阵 𝐶，使得

𝐴 = 𝐵𝐶.

□
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