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线性空间

秦加俊

2026 年 4 月 9 日

1 矩阵的中心化子

例题 1.1: 友阵的中心化子是其多项式 设 𝐶 ∈ F𝑛×𝑛 是首一多项式

𝑓 (𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝜆 + 𝑎0

的友矩阵。证明：矩阵 𝑋 与 𝐶 可交换，即

𝑋𝐶 = 𝐶𝑋,

当且仅当 𝑋 可以表示为 𝐶 的多项式，即存在多项式 𝑔(𝜆)，使得
𝑋 = 𝑔(𝐶).

解答. 友矩阵的关键性质是它具有循环向量。具体地，存在向量 𝑣，使得

𝑣, 𝐶𝑣, 𝐶2𝑣, . . . , 𝐶𝑛−1𝑣

构成 F𝑛 的一组基。因此，任意与 𝐶 可交换的矩阵 𝑋 都由 𝑋𝑣 完全决定。

先证明必要性。由于上面这组向量是基，存在唯一次数小于 𝑛 的多项式 𝑔(𝜆)，使得
𝑋𝑣 = 𝑔(𝐶)𝑣.

又因为 𝑋𝐶 = 𝐶𝑋，对任意 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1，有

𝑋(𝐶 𝑗𝑣) = 𝐶 𝑗𝑋𝑣 = 𝐶 𝑗 𝑔(𝐶)𝑣 = 𝑔(𝐶)𝐶 𝑗𝑣.

于是 𝑋 与 𝑔(𝐶) 在一组基
𝑣, 𝐶𝑣, . . . , 𝐶𝑛−1𝑣

上的作用完全相同，故
𝑋 = 𝑔(𝐶).

反过来，若 𝑋 = 𝑔(𝐶)，则显然
𝑋𝐶 = 𝑔(𝐶)𝐶 = 𝐶𝑔(𝐶) = 𝐶𝑋.

因此 𝑋 与 𝐶 可交换当且仅当 𝑋 是 𝐶 的多项式。 □
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例题 1.2: Sylvester 方程与特征值的关系 设矩阵

𝐴 ∈ C𝑚×𝑚 , 𝐵 ∈ C𝑛×𝑛 .

证明：矩阵方程
𝐴𝑋 − 𝑋𝐵 = 𝑂

只有零解 𝑋 = 𝑂 的充要条件是矩阵 𝐴 与 𝐵 没有公共特征值。

解答. 将方程
𝐴𝑋 − 𝑋𝐵 = 𝑂

看作关于 𝑋 的线性方程。因为 𝐴, 𝐵 都是复矩阵，可以分别相似于上三角矩阵。相似变换不改
变该方程解空间的维数，所以不妨设

𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗), 𝐵 = (𝑏𝑖 𝑗)
均为上三角矩阵，其对角元分别为 𝐴 与 𝐵 的特征值。

考虑线性算子
𝑇 : C𝑚×𝑛 → C𝑚×𝑛 , 𝑇(𝑋) = 𝐴𝑋 − 𝑋𝐵.

在矩阵单位 𝐸𝑖 𝑗 的自然顺序下，𝑇 的矩阵是上三角的，且对角元为

𝜆𝑖(𝐴) − 𝜆 𝑗(𝐵), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

因此 𝑇 可逆当且仅当
𝜆𝑖(𝐴) − 𝜆 𝑗(𝐵) ≠ 0

对所有 𝑖 , 𝑗 成立，也就是 𝐴 与 𝐵 没有公共特征值。

于是方程 𝐴𝑋 − 𝑋𝐵 = 𝑂 只有零解，当且仅当 𝑇 可逆，当且仅当 𝐴 与 𝐵 没有公共特征
值。 □

例题 1.3: 分块对角阵的中心化子结构 设分块对角阵

𝐴 = diag(𝐴1 , 𝐴2 , . . . , 𝐴𝑘),
其中 𝐴𝑖 为 𝑛𝑖 阶方阵。假设对任意 𝑖 ≠ 𝑗，矩阵 𝐴𝑖 与 𝐴 𝑗 均没有公共特征值。证明：若
矩阵 𝑋 与 𝐴 可交换，即

𝑋𝐴 = 𝐴𝑋,

则 𝑋 必定也是与 𝐴 具有相同划分的分块对角阵：

𝑋 = diag(𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑘),
且每个分块均满足

𝑋𝑖𝐴𝑖 = 𝐴𝑖𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘.

解答. 将 𝑋 按照 𝐴 的分块方式写成分块矩阵

𝑋 = (𝑋𝑖 𝑗)1≤𝑖, 𝑗≤𝑘 , 𝑋𝑖 𝑗 ∈ F𝑛𝑖×𝑛 𝑗 .
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由
𝑋𝐴 = 𝐴𝑋

比较第 (𝑖, 𝑗) 个分块，得到
𝑋𝑖 𝑗𝐴 𝑗 = 𝐴𝑖𝑋𝑖 𝑗 ,

等价于
𝐴𝑖𝑋𝑖 𝑗 − 𝑋𝑖 𝑗𝐴 𝑗 = 𝑂.

当 𝑖 ≠ 𝑗 时，题设说明 𝐴𝑖 与 𝐴 𝑗 没有公共特征值。由上一题的 Sylvester 方程结论可知

𝑋𝑖 𝑗 = 𝑂, 𝑖 ≠ 𝑗.

因此 𝑋 必为分块对角阵：
𝑋 = diag(𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑘).

再看对角分块 𝑖 = 𝑗，由同一个分块方程得到

𝑋𝑖𝐴𝑖 = 𝐴𝑖𝑋𝑖 .

故结论成立。 □

2 线性空间

注记 2.1: 一个共同思路
细心的同学可以发现，下面前四题的证明都围绕同一个核心事实展开：数域上有限维线性空间
不能被有限个真子空间覆盖。

例题 2.1: 有限个真子空间不能覆盖线性空间 证明：数域 F上的线性空间 𝑉(𝑉 ≠ {0})不
能被它的有限个真子空间所覆盖，即设𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 是 𝑉 的真子空间，则存在 𝛼 ∈ 𝑉，
使得

𝛼 ∉ 𝑊1 ∪𝑊2 ∪ · · · ∪𝑊𝑘 .

解答. 由于 F 是数域（包含有理数域，因此 F 有无限多个元素），我们对真子空间的个数 𝑘 进
行数学归纳法。

• 当 𝑘 = 1 时，𝑊1 是真子空间，显然有 𝑉 ≠ 𝑊1，存在 𝛼 ∉ 𝑊1，结论成立。

• 假设对于 𝑘 − 1 个真子空间结论成立。现在考虑 𝑘 个真子空间 𝑊1 , . . . ,𝑊𝑘。

如果 𝑉 = 𝑊1 ∪ · · · ∪𝑊𝑘，为了使覆盖极小化，我们可以假设前 𝑘 − 1 个真子空间不能覆盖 𝑉（否
则直接由归纳假设得证）。因此，存在向量 𝛽 ∈ 𝑉，使得 𝛽 ∉ 𝑊1 ∪ · · · ∪𝑊𝑘−1。既然 𝑉 被这 𝑘 个
子空间覆盖，必然有 𝛽 ∈ 𝑊𝑘。又因为 𝑊𝑘 是真子空间，存在向量 𝛼 ∉ 𝑊𝑘。

现在构造一个由无限多个向量构成的集合（直线）：

𝐿 = {𝛼 + 𝑐𝛽 | 𝑐 ∈ F}
因为 𝑉 被 𝑊1 , . . . ,𝑊𝑘 覆盖，所以 𝐿 中的无穷多个向量也必然落在这 𝑘 个真子空间中。由于 F
无限而子空间只有有限个，根据抽屉原理，必然存在 𝑐1 ≠ 𝑐2，使得 𝛼 + 𝑐1𝛽 和 𝛼 + 𝑐2𝛽 落在同
一个子空间 𝑊𝑖 中。于是它们的差也属于 𝑊𝑖：

(𝛼 + 𝑐1𝛽) − (𝛼 + 𝑐2𝛽) = (𝑐1 − 𝑐2)𝛽 ∈ 𝑊𝑖

因为 𝑐1 ≠ 𝑐2，所以 𝛽 ∈ 𝑊𝑖。
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• 如果 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1，则 𝛽 ∈ 𝑊𝑖，这与我们选取 𝛽 ∉ 𝑊1 ∪ · · · ∪𝑊𝑘−1 矛盾。

• 如果 𝑖 = 𝑘，即 𝛽 ∈ 𝑊𝑘，又因为 𝛼 + 𝑐1𝛽 ∈ 𝑊𝑘，所以 𝛼 = (𝛼 + 𝑐1𝛽) − 𝑐1𝛽 ∈ 𝑊𝑘，这与我们
选取 𝛼 ∉ 𝑊𝑘 矛盾。

综上所述，𝑉 不能被有限个真子空间覆盖。 □

例题 2.2: 避开有限个真子空间的一组基 设 𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 都是线性空间 𝑉 的真子空
间，𝑉 ≠ {0}, 𝑘 ∈ N，证明：存在 𝑉 的基 𝐵，使得 𝐵 ∩ (𝑊1 ∪𝑊2 ∪ · · · ∪𝑊𝑘) = ∅。

解答. 设 dim𝑉 = 𝑛。我们需要在 𝑉 中找到 𝑛 个线性无关的向量 𝑒1 , . . . , 𝑒𝑛，且它们都不属于⋃𝑘
𝑖=1 𝑊𝑖。我们将通过逐步构造来证明。

• 第一步：由上一题可知，𝑉 不能被𝑊1∪· · ·∪𝑊𝑘 覆盖，因此存在 𝑒1 ∈ 𝑉，使得 𝑒1 ∉
⋃𝑘

𝑖=1 𝑊𝑖。

• 第 𝑚 步到第 𝑚 + 1 步：假设我们已经找到了 𝑚 个线性无关的向量 𝑒1 , . . . , 𝑒𝑚 (𝑚 < 𝑛)，
并且它们都不属于

⋃𝑘
𝑖=1 𝑊𝑖。

令 𝑈𝑚 = span(𝑒1 , . . . , 𝑒𝑚)。因为 𝑚 < 𝑛，𝑈𝑚 是 𝑉 的一个真子空间。考虑集合
(⋃𝑘

𝑖=1 𝑊𝑖

)
∪𝑈𝑚。

这是 𝑘 + 1 个真子空间的并集。由上一题的结论可知，这 𝑘 + 1 个真子空间依然不能覆盖 𝑉。

因此，我们可以选取向量 𝑒𝑚+1 ∈ 𝑉，使得：

𝑒𝑚+1 ∉

(
𝑘⋃

𝑖=1
𝑊𝑖

)
∪𝑈𝑚

因为 𝑒𝑚+1 ∉ 𝑈𝑚，所以 𝑒1 , . . . , 𝑒𝑚 , 𝑒𝑚+1 是线性无关的。同时 𝑒𝑚+1 ∉
⋃𝑘

𝑖=1 𝑊𝑖。

重复上述步骤，直到 𝑚 = 𝑛。我们就得到了一组基 𝐵 = {𝑒1 , . . . , 𝑒𝑛}，且 𝐵 ∩
(⋃𝑘

𝑖=1 𝑊𝑖

)
=

∅。 □

例题 2.3: 与有限个小维子空间相交为零的子空间 设 𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 是 𝑛 维线性空间
𝑉 的子空间，且 𝑚 < 𝑛。证明：如果对任意 𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)，成立 dim𝑊𝑖 ≤ 𝑚，则存在 𝑉
的子空间 𝑈，使得 dim𝑈 = 𝑛 − 𝑚，且对任意 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘，都有 𝑈 ∩𝑊𝑖 = {0}。

解答. 寻找子空间 𝑈 等价于寻找 𝑛 − 𝑚 个线性无关的向量 𝑢1 , . . . , 𝑢𝑛−𝑚 构成 𝑈 的基，使得对
于任意 𝑖，都有 span(𝑢1 , . . . , 𝑢𝑛−𝑚) ∩𝑊𝑖 = {0}。我们同样通过归纳法构造。

• 选取 𝑢1：因为 dim𝑊𝑖 ≤ 𝑚 < 𝑛，每个𝑊𝑖 都是真子空间，由第一题可知存在 𝑢1 ∉
⋃𝑘

𝑖=1 𝑊𝑖。
此时 span(𝑢1) ∩𝑊𝑖 = {0}。

• 归纳假设：假设已经选出线性无关的 𝑢1 , . . . , 𝑢𝑗 (𝑗 < 𝑛 −𝑚)，令 𝑈 𝑗 = span(𝑢1 , . . . , 𝑢𝑗)，且
对任意 𝑖 有 𝑈 𝑗 ∩𝑊𝑖 = {0}。

我们希望找到 𝑢𝑗+1 使得 (𝑈 𝑗 ⊕ span(𝑢𝑗+1)) ∩𝑊𝑖 = {0}。这等价于要求 𝑢𝑗+1 ∉ 𝑊𝑖 +𝑈 𝑗。计算维数：

dim(𝑊𝑖 +𝑈 𝑗) = dim𝑊𝑖 + dim𝑈 𝑗 − dim(𝑊𝑖 ∩𝑈 𝑗) ≤ 𝑚 + 𝑗 − 0 = 𝑚 + 𝑗

因为 𝑗 < 𝑛 − 𝑚，所以 𝑚 + 𝑗 < 𝑛。这意味着对所有 𝑖，𝑊𝑖 +𝑈 𝑗 都是 𝑉 的真子空间。

根据第一题，有限个真子空间的并
⋃𝑘

𝑖=1(𝑊𝑖 +𝑈 𝑗) 不能覆盖 𝑉。因此，存在 𝑢𝑗+1 不属于任
何一个 𝑊𝑖 +𝑈 𝑗。

按照此法一直构造到 𝑗 = 𝑛 −𝑚 步，令 𝑈 = span(𝑢1 , . . . , 𝑢𝑛−𝑚)，即满足 dim𝑈 = 𝑛 −𝑚 且
对所有 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 都有 𝑈 ∩𝑊𝑖 = {0}。 □
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例题 2.4: 公共直和补 设 𝑉 是数域 F 上的有限维线性空间，𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 是 𝑉 的维
数相同的子空间，证明：𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 有公共的直和补，即存在 𝑉 的子空间 𝑈，使得
对 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 都有 𝑉 = 𝑊𝑖 ⊕𝑈。

解答. 上一题的直接推论。 □

例题 2.5: 三个子空间维数公式是否成立 类比于三个有限集的并的所含元素个数公式，
猜想对于有限维线性空间 𝑉 的三个子空间 𝑊1 ,𝑊2 ,𝑊3，成立

dim(𝑊1 +𝑊2 +𝑊3) = dim𝑊1 + dim𝑊2 + dim𝑊3 − dim(𝑊1 ∩𝑊2) − dim(𝑊1 ∩𝑊3)
− dim(𝑊2 ∩𝑊3) + dim(𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3).

上面公式是否成立？成立时给出证明，不成立时举出反例。

解答. 该公式 不成立。
反例：在二维实线性空间 𝑉 = R2 中，考虑三条经过原点且互不相同的直线（一维子空间）：

𝑊1 = span{(1, 0)}, 𝑊2 = span{(0, 1)}, 𝑊3 = span{(1, 1)}
计算等式左边：𝑊1 +𝑊2 +𝑊3 = R2，所以 dim(𝑊1 +𝑊2 +𝑊3) = 2。
计算等式右边：每个子空间都是一维的，故 dim𝑊1 = dim𝑊2 = dim𝑊3 = 1。任意两个不

同的子空间交集只有零向量，故 dim(𝑊1 ∩𝑊2) = dim(𝑊1 ∩𝑊3) = dim(𝑊2 ∩𝑊3) = 0。三个子
空间的交集同样只有零向量，故 dim(𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3) = 0。
代入公式右边：1 + 1 + 1 − 0 − 0 − 0 + 0 = 3。
显然 2 ≠ 3，故公式不成立。 □

例题 2.6: 域扩张维数乘法公式 设 F 和 K 都是数域，且 F ⊂ K，将 K 作为 F 上线性空
间的维数记为 [K : F]。设 E也是数域，且 K ⊂ E。证明：如果 [E : K] < ∞且 [K : F] < ∞，
那么 [E : F] = [E : K][K : F]。

解答. 设 [E : K] = 𝑛，[K : F] = 𝑚。设 𝛼1 , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛 是 E 作为 K 上线性空间的一组基；
𝛽1 , 𝛽2 , . . . , 𝛽𝑚 是 K 作为 F 上线性空间的一组基。我们将证明集合 𝑆 = {𝛼𝑖𝛽 𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑚} 是 E 作为 F 上线性空间的一组基。

1. 证明生成性：
对于任意 𝑥 ∈ E，因为 𝛼𝑖 是 E 在 K 上的基，所以存在 𝑐𝑖 ∈ K，使得 𝑥 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑐𝑖𝛼𝑖。又因为

𝑐𝑖 ∈ K，且 𝛽 𝑗 是 K 在 F 上的基，所以对每个 𝑐𝑖，存在 𝑑𝑖 𝑗 ∈ F，使得 𝑐𝑖 =
∑𝑚

𝑗=1 𝑑𝑖 𝑗𝛽 𝑗。将其代入
𝑥 的表达式：

𝑥 =
𝑛∑
𝑖=1

©­«
𝑚∑
𝑗=1

𝑑𝑖 𝑗𝛽 𝑗
ª®¬ 𝛼𝑖 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

𝑑𝑖 𝑗(𝛼𝑖𝛽 𝑗)

由于 𝑑𝑖 𝑗 ∈ F，这说明 𝑆 可以在 F 上生成 E。

2. 证明线性无关：
假设存在 𝑑𝑖 𝑗 ∈ F，使得

∑𝑛
𝑖=1

∑𝑚
𝑗=1 𝑑𝑖 𝑗(𝛼𝑖𝛽 𝑗) = 0。我们可以将求和重新组合为：

𝑛∑
𝑖=1

©­«
𝑚∑
𝑗=1

𝑑𝑖 𝑗𝛽 𝑗
ª®¬ 𝛼𝑖 = 0
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注意到括号中的元素
∑𝑚

𝑗=1 𝑑𝑖 𝑗𝛽 𝑗 属于 K。因为 𝛼1 , . . . , 𝛼𝑛 在 K 上是线性无关的，所以对于所有
的 𝑖，必须有：

𝑚∑
𝑗=1

𝑑𝑖 𝑗𝛽 𝑗 = 0

又因为 𝛽1 , . . . , 𝛽𝑚 在 F 上是线性无关的，且 𝑑𝑖 𝑗 ∈ F，所以对于所有的 𝑖 和 𝑗，必须有 𝑑𝑖 𝑗 = 0。
这就证明了集合 𝑆 在 F 上线性无关。

因为 𝑆 中有 𝑚𝑛 个元素，所以 [E : F] = 𝑚𝑛 = [E : K][K : F]。 □

例题 2.7: R 作为 Q 上线性空间无限维 证明：实数集 R 作为有理数域 Q 上的线性空间
是无限维的。（提示：实数集 R 的势是不可数无穷或者利用超越数。）

解答. 假设 R 作为 Q 上的线性空间是有限维的，且 dimQ R = 𝑛。那么 R 同构于 Q𝑛（即存在双
射）。由于有理数集 Q 是可数集，有限个可数集的笛卡尔积依然是可数集，因此 Q𝑛 是可数的。
然而，由康托尔的对角线法则等结论熟知，实数集 R 是不可数无穷的（其势为连续统 ℵ1），不
可数集不可能与可数集建立双射。矛盾。因此，R 作为 Q 上的线性空间必然是无限维的。

（注：也可使用超越数法，例如自然对数底 𝑒 是超越数，因此 1, 𝑒 , 𝑒2 , . . . , 𝑒 𝑘 对任意整数 𝑘
在 Q 上均线性无关，从而维数为无穷。） □

例题 2.8: 换位子张成迹零矩阵空间 设𝑊 是 F𝑛×𝑛 中所有形如 [𝐴, 𝐵], 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑛×𝑛 的矩
阵所生成的子空间。证明：

(1) 𝑊 = {𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 | Tr(𝐴) = 0};
(2) dim𝑊 = 𝑛2 − 1.

解答. (1) 证明 𝑊 = {𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 | Tr(𝐴) = 0}
设 𝑉0 = {𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 | Tr(𝐴) = 0}。对于任意生成元 [𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵− 𝐵𝐴，由迹的性质 Tr(𝐴𝐵) =

Tr(𝐵𝐴)，有 Tr([𝐴, 𝐵]) = 0。由于 𝑊 是由这些生成元张成的，故 𝑊 ⊆ 𝑉0。反过来，我们需要证
明 𝑉0 中的任一矩阵都能用换位子表示。考虑 𝑉0 的一组标准基：

• 所有非对角矩阵单位 𝐸𝑖 𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗)。可以验证 𝐸𝑖 𝑗 = 𝐸𝑖𝑖𝐸𝑖 𝑗 − 𝐸𝑖 𝑗𝐸𝑖𝑖 = [𝐸𝑖𝑖 , 𝐸𝑖 𝑗]，故 𝐸𝑖 𝑗 ∈ 𝑊。

• 对角线上元素和为 0的基，可以取为 𝐸𝑖𝑖−𝐸𝑖+1,𝑖+1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛−1)。可以验证 𝐸𝑖𝑖−𝐸𝑖+1,𝑖+1 =
𝐸𝑖,𝑖+1𝐸𝑖+1,𝑖 − 𝐸𝑖+1,𝑖𝐸𝑖 ,𝑖+1 = [𝐸𝑖 ,𝑖+1 , 𝐸𝑖+1,𝑖]，故 𝐸𝑖𝑖 − 𝐸𝑖+1,𝑖+1 ∈ 𝑊。

这些矩阵构成了 𝑉0 的一组基，既然它们都在 𝑊 中，必然有 𝑉0 ⊆ 𝑊。综上，𝑊 = 𝑉0。

(2) 证明 dim𝑊 = 𝑛2 − 1
考虑迹映射 Tr : F𝑛×𝑛 → F。这是一个线性映射。因为 Tr(𝐸11) = 1 ≠ 0，所以 Im(Tr) = F，即该
映射是满射，其像空间的维数为 1。根据线性映射的维数公式（秩-零化度定理）：

dim(ker(Tr)) + dim(Im(Tr)) = dim(F𝑛×𝑛)
由于 ker(Tr) = 𝑉0 = 𝑊，则有：

dim𝑊 + 1 = 𝑛2

故 dim𝑊 = 𝑛2 − 1。 □

注记 2.2: 矩阵方法的几何应用
下一题是一个很有代表性的例子：用矩阵理论中的子式展开解决线性空间中的基交换问题。
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例题 2.9: 两组基的交换定理 设 𝛼1 , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛 和 𝛽1 , 𝛽2 , . . . , 𝛽𝑛 是 𝑛 维线性空间
𝑉 的两组基，1 ≤ 𝑚 < 𝑛，证明：存在 1, 2, . . . , 𝑛 的排列 𝑖1 , 𝑖2 , . . . , 𝑖𝑛，使得
𝛼1 , . . . , 𝛼𝑚 , 𝛽𝑖𝑚+1 , . . . , 𝛽𝑖𝑛 和 𝛽𝑖1 , . . . , 𝛽𝑖𝑚 , 𝛼𝑚+1 , . . . , 𝛼𝑛 仍是 𝑉 的两组基。

解答. 设基 𝛽 到基 𝛼 的过渡矩阵为 𝐶 = (𝑐𝑖 𝑗)𝑛×𝑛，即 𝛽 𝑗 =
∑𝑛

𝑘=1 𝑐𝑘 𝑗𝛼𝑘。因为 𝛼 和 𝛽 都是基，过
渡矩阵 𝐶 是可逆阵，有 det(𝐶) ≠ 0。
按照前 𝑚 行和后 𝑛 − 𝑚 行对 det(𝐶) 进行 Laplace 展开：

det(𝐶) =
∑
|𝐽 |=𝑚

(−1)𝜏(𝐽) det(𝐶(1 . . . 𝑚; 𝐽)) · det(𝐶(𝑚 + 1 . . . 𝑛; 𝐽𝑐))

其中 𝐽 是从 1 到 𝑛 中选取 𝑚 个列下标构成的子集，𝐽𝑐 是其补集。𝐶(1 . . . 𝑚; 𝐽) 表示取前 𝑚 行
和 𝐽 列构成的子式。

因为 det(𝐶) ≠ 0，在这个求和式中，必然存在至少一个子集 𝐽 = {𝑖1 , 𝑖2 , . . . , 𝑖𝑚}，使得前后
两个余子式均不为零：

det(𝐶(1 . . . 𝑚; 𝐽)) ≠ 0 且 det(𝐶(𝑚 + 1 . . . 𝑛; 𝐽𝑐)) ≠ 0

令 𝐽𝑐 = {𝑖𝑚+1 , . . . , 𝑖𝑛}。我们现在说明这个排列即为所求：
1. 验证 𝛽𝑖1 , . . . , 𝛽𝑖𝑚 , 𝛼𝑚+1 , . . . , 𝛼𝑛 是一组基：

它们在基 𝛼1 , . . . , 𝛼𝑛 下的坐标构成的矩阵是分块矩阵
(

𝐶(1 . . . 𝑚; 𝐽) 0
𝐶(𝑚 + 1 . . . 𝑛; 𝐽) 𝐼𝑛−𝑚

)
。该矩阵

的行列式恰好等于 det(𝐶(1 . . . 𝑚; 𝐽)) ≠ 0，故它们线性无关，是一组基。

2. 验证 𝛼1 , . . . , 𝛼𝑚 , 𝛽𝑖𝑚+1 , . . . , 𝛽𝑖𝑛 是一组基：
同理，它们在基 𝛼 下坐标构成的矩阵经过适当列交换后，其行列式的绝对值为 |det(𝐶(𝑚+
1 . . . 𝑛; 𝐽𝑐))| ≠ 0，故它们也线性无关，是一组基。

□

例题 2.10: 超平面两侧与等价关系 设 𝑉 是有限维实线性空间，对任意 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉，𝑉 中
连接 𝛼 和 𝛽 的线段定义为

𝐿(𝛼, 𝛽) = {𝑡𝛼 + (1 − 𝑡)𝛽 | 0 ≤ 𝑡 ≤ 1}.
设 𝑊 是 𝑉 的真子空间，对任意 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉 −𝑊，如果 𝐿(𝛼, 𝛽) ∩𝑊 = ∅，则记 𝛼 ≡ 𝛽。(1)
证明：如果 dim𝑊 = dim𝑉 −1，则 ≡为集合 𝑉 −𝑊 中的等价关系，且商集合 (𝑉 −𝑊)/≡
为二元集；(2) 如果不要求 dim𝑊 = dim𝑉 − 1，那么 ≡ 是否还是集合 𝑉 −𝑊 中的等价
关系？说明理由。

解答. (1) 当 dim𝑊 = dim𝑉 − 1 时：此时 𝑊 是超平面。考虑商空间 𝑉/𝑊，其维数为 dim𝑉 −
(dim𝑉 − 1) = 1。存在一个满射线性泛函 𝜋 : 𝑉 → R，其核为 ker(𝜋) = 𝑊。对于 𝛼 ∈ 𝑉 −𝑊，有
𝜋(𝛼) ≠ 0。
线段 𝐿(𝛼, 𝛽) ∩𝑊 = ∅ 意味着对于任意的 𝑡 ∈ [0, 1]：

𝜋(𝑡𝛼 + (1 − 𝑡)𝛽) = 𝑡𝜋(𝛼) + (1 − 𝑡)𝜋(𝛽) ≠ 0

这等价于要求非零实数 𝜋(𝛼) 和 𝜋(𝛽) 同号（若异号，则线段 𝑡𝜋(𝛼) + (1 − 𝑡)𝜋(𝛽) 必定在某处穿
过 0）。
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显然，“𝜋 映射后的符号相同”在 𝑉 −𝑊 上构成了等价关系（自反、对称、传递）。由于非零
实数的符号只有正和负两种，所以商集合 (𝑉 −𝑊)/≡ 恰好包含两个等价类（即超平面的两侧），
为二元集。

(2) 当不要求 dim𝑊 = dim𝑉 − 1 时，≡ 还是等价关系吗？
结论：不是等价关系。
理由：当 dim𝑊 ≤ dim𝑉 − 2 时，关系的传递性不再成立。这时的商空间 𝑉/𝑊 同构于 R𝑘

（其中 𝑘 ≥ 2）。映射 𝜋 : 𝑉 → R𝑘 的核依然是 𝑊。𝛼 ≡ 𝛽 的几何意义变为：在 R𝑘 空间中，连接
𝜋(𝛼) 和 𝜋(𝛽) 的线段不经过原点。
在维数 ≥ 2的空间中，我们可以轻易构造反例破坏传递性：取 R𝑘 中的三个点：𝐴 = (1, 0, 0, . . . ),

𝐵 = (0, 1, 0, . . . ), 𝐶 = (−1, 0, 0, . . . )。对应在 𝑉 −𝑊 中取逆像点 𝛼, 𝛽, 𝛾，使得 𝜋(𝛼) = 𝐴,𝜋(𝛽) =
𝐵,𝜋(𝛾) = 𝐶。

• 线段 𝐿(𝐴, 𝐵) 不经过原点，故 𝛼 ≡ 𝛽。

• 线段 𝐿(𝐵, 𝐶) 不经过原点，故 𝛽 ≡ 𝛾。

• 但是线段 𝐿(𝐴, 𝐶)是从 (1, 0, 0, . . . )到 (−1, 0, 0, . . . )的直线段，它必然经过原点 (0, 0, 0, . . . )，
因此 𝐿(𝛼, 𝛾) ∩𝑊 ≠ ∅，即 𝛼 . 𝛾。

由于不满足传递性，此时 ≡ 不再是等价关系。 □
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