
高等代数 北京大学数学科学学院

双线性函数和二次型

秦加俊

2026 年 6 月 20 日

1 二次型的标准形

例题 1.1: 若干常见二次型的标准形 用可逆的变量替换化下列二次型为标准形：

(1)
𝑛−1∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥𝑖+1；

(2)
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
𝑥𝑖𝑥 𝑗；

(3)
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
(−1)𝑖+𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗；

(4)
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
|𝑖 − 𝑗|𝑥𝑖𝑥 𝑗；

(5)
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 +

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

𝑥𝑖𝑥 𝑗；

(6)
𝑛∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)2，其中

𝑥 =
𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛

𝑛
.

解答. (1) 设

𝑄 =
𝑛−1∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥𝑖+1.

若 𝑛 = 2𝑚，令
𝑢𝑖 = 𝑥2𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,

并令

𝑣𝑖 = 𝑥2𝑖−1 + 𝑥2𝑖+1 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑚 − 1, 𝑣𝑚 = 𝑥2𝑚−1.

则

𝑄 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖 .

再令

𝑦2𝑖−1 =
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖

2
, 𝑦2𝑖 =

𝑢𝑖 − 𝑣𝑖
2

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚.
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因为

𝑢𝑖𝑣𝑖 = 𝑦2
2𝑖−1 − 𝑦2

2𝑖 ,

所以

𝑄 ∼ 𝑦2
1 − 𝑦2

2 + · · · + 𝑦2
2𝑚−1 − 𝑦2

2𝑚 .

若 𝑛 = 2𝑚 + 1，令

𝑢𝑖 = 𝑥2𝑖 , 𝑣𝑖 = 𝑥2𝑖−1 + 𝑥2𝑖+1 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,

并补充一个变量 𝑦2𝑚+1 = 𝑥2𝑚+1。则变量替换可逆，且

𝑄 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖 .

同理可得

𝑄 ∼ 𝑦2
1 − 𝑦2

2 + · · · + 𝑦2
2𝑚−1 − 𝑦2

2𝑚 + 0 · 𝑦2
2𝑚+1.

(2) 设
𝑄 =

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

𝑥𝑖𝑥 𝑗 .

由恒等式 (
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

)2

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 + 2

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

𝑥𝑖𝑥 𝑗 ,

得

𝑄 =
1
2


(
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

)2

−
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

 .
取正交变量替换，使

𝑦1 =
𝑥1 + · · · + 𝑥𝑛√

𝑛
,

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 .

于是

𝑄 =
1
2

(
𝑛𝑦2

1 −
𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖

)
=
𝑛 − 1

2
𝑦2

1 − 1
2
(𝑦2

2 + · · · + 𝑦2
𝑛).

因此

𝑄 ∼ 𝑦2
1 − 𝑦2

2 − · · · − 𝑦2
𝑛 .

(3) 设
𝑄 =

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗 .

令

𝑧𝑖 = (−1)𝑖𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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则

𝑄 =
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
𝑧𝑖𝑧 𝑗 .

由第 (2) 问，
𝑄 ∼ 𝑦2

1 − 𝑦2
2 − · · · − 𝑦2

𝑛 .

(4) 设
𝑄 =

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

|𝑖 − 𝑗|𝑥𝑖𝑥 𝑗 =
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
(𝑗 − 𝑖)𝑥𝑖𝑥 𝑗 .

令

𝑠𝑘 = 𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

这是可逆变量替换，因为

𝑥1 = 𝑠1 , 𝑥𝑘 = 𝑠𝑘 − 𝑠𝑘−1 , 𝑘 = 2, . . . , 𝑛.

注意

𝑗 − 𝑖 =
𝑗−1∑
𝑘=𝑖

1.

因此

𝑄 =
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

𝑗−1∑
𝑘=𝑖

𝑥𝑖𝑥 𝑗

=
𝑛−1∑
𝑘=1

(
𝑘∑
𝑖=1

𝑥𝑖

) ©­«
𝑛∑

𝑗=𝑘+1
𝑥 𝑗

ª®¬
=

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑠𝑘(𝑠𝑛 − 𝑠𝑘)

= 𝑠𝑛
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑠𝑘 −
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑠2
𝑘 .

配方得

𝑄 = −
𝑛−1∑
𝑘=1

(
𝑠𝑘 − 𝑠𝑛

2

)2 + 𝑛 − 1
4

𝑠2
𝑛 .

令

𝑦𝑘 = 𝑠𝑘 − 𝑠𝑛
2
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 − 1, 𝑦𝑛 =

√
𝑛 − 1
2

𝑠𝑛 .

则

𝑄 ∼ 𝑦2
𝑛 − 𝑦2

1 − · · · − 𝑦2
𝑛−1.

(5) 设

𝑄 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 +

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

𝑥𝑖𝑥 𝑗 .

3



高等代数 北京大学数学科学学院

因为 (
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

)2

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 + 2

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

𝑥𝑖𝑥 𝑗 ,

所以

𝑄 =
1
2


𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 +

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

)2 .
取正交变量替换，使

𝑦1 =
𝑥1 + · · · + 𝑥𝑛√

𝑛
,

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 .

则

𝑄 =
1
2

[
𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 + 𝑛𝑦2

1

]
=
𝑛 + 1

2
𝑦2

1 + 1
2
(𝑦2

2 + · · · + 𝑦2
𝑛).

因此

𝑄 ∼ 𝑦2
1 + 𝑦2

2 + · · · + 𝑦2
𝑛 .

(6) 设

𝑄 =
𝑛∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)2.

展开得

𝑄 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 − 2𝑥

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖 + 𝑛𝑥 2

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 −

1
𝑛

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

)2

.

取正交变量替换，使

𝑦1 =
𝑥1 + · · · + 𝑥𝑛√

𝑛
,

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 .

则

𝑄 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 − 𝑦2

1 = 𝑦2
2 + · · · + 𝑦2

𝑛 .

因此标准形为

𝑄 ∼ 0 · 𝑦2
1 + 𝑦2

2 + · · · + 𝑦2
𝑛 .

□

例题 1.2: 平方和型二次型的秩 设二次型

𝑄(𝑥1 , 𝑥2 , . . . , 𝑥𝑛) =
𝑠∑
𝑖=1

(𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛)2 ,
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其中 𝑎𝑖 𝑗 ∈ R，𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠，𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛。证明：𝑄 的秩等于矩阵

𝐴 =

©­­­­­­«
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

𝑎𝑠1 𝑎𝑠2 · · · 𝑎𝑠𝑛

ª®®®®®®¬
的秩。

解答. 令
𝑋 = (𝑥1 , 𝑥2 , . . . , 𝑥𝑛)𝑇 .

则

𝐴𝑋 =

©­­­­­­«
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛

...

𝑎𝑠1𝑥1 + 𝑎𝑠2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑠𝑛𝑥𝑛

ª®®®®®®¬
.

因此

𝑄(𝑋) = (𝐴𝑋)𝑇(𝐴𝑋) = 𝑋𝑇𝐴𝑇𝐴𝑋.

所以 𝑄 的矩阵是

𝐴𝑇𝐴.

只需证明

rank(𝐴𝑇𝐴) = rank(𝐴).
显然

ker𝐴 ⊆ ker(𝐴𝑇𝐴).
反过来，若 𝑋 ∈ ker(𝐴𝑇𝐴)，则

𝐴𝑇𝐴𝑋 = 0.

左乘 𝑋𝑇，得

𝑋𝑇𝐴𝑇𝐴𝑋 = 0.

即

(𝐴𝑋)𝑇(𝐴𝑋) = 0.

由于是在实数域上，

(𝐴𝑋)𝑇(𝐴𝑋) = ∥𝐴𝑋∥2 ,

故 𝐴𝑋 = 0，从而 𝑋 ∈ ker𝐴。因此

ker(𝐴𝑇𝐴) = ker𝐴.

由秩–零化度定理可知
rank(𝐴𝑇𝐴) = rank(𝐴).

所以 𝑄 的秩等于矩阵 𝐴 的秩。 □
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例题 1.3: 顺序主子式非零时的 Jacobi 标准形 设 𝑛 维线性空间 𝑉 上的二次型

𝑄(𝛼) = 𝑋𝑇𝐴𝑋,

其中 𝐴 是对称矩阵，𝑋 是 𝛼 在该表达式对应的基下的坐标。将 𝐴 的 𝑘 阶顺序主子式记

为 𝐷𝑘，设

𝐷1 , 𝐷2 , . . . , 𝐷𝑛

都非零。证明：存在 𝑉 上的可逆坐标变换 𝑋 = 𝑃𝑌，使得二次型化为

𝑄(𝛼) = 𝐷1𝑦2
1 + 𝐷2

𝐷1
𝑦2

2 + · · · + 𝐷𝑛

𝐷𝑛−1
𝑦2
𝑛 .

解答. 这是二次型的 Jacobi 标准形。用归纳法证明。
当 𝑛 = 1 时，结论显然成立。设结论对 𝑛 − 1 阶对称矩阵成立。把 𝐴 分块为

𝐴 =

(
𝐴𝑛−1 𝑏

𝑏𝑇 𝑎𝑛𝑛

)
,

其中 𝐴𝑛−1 是 𝐴 的左上角 (𝑛 − 1) 阶顺序主子阵。由于

𝐷𝑛−1 = det𝐴𝑛−1 ≠ 0,

所以 𝐴𝑛−1 可逆。

将坐标写为

𝑋 =

(
𝑋′

𝑥𝑛

)
.

则

𝑄 = 𝑋′𝑇𝐴𝑛−1𝑋′ + 2𝑥𝑛𝑏𝑇𝑋′ + 𝑎𝑛𝑛𝑥2
𝑛 .

作可逆变量替换

𝑋′ = 𝑌′ − 𝐴−1
𝑛−1𝑏 𝑦𝑛 , 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 .

代入得

𝑄 = 𝑌′𝑇𝐴𝑛−1𝑌′ + (
𝑎𝑛𝑛 − 𝑏𝑇𝐴−1

𝑛−1𝑏
)
𝑦2
𝑛 .

由 Schur 补公式，
det𝐴 = det𝐴𝑛−1

(
𝑎𝑛𝑛 − 𝑏𝑇𝐴−1

𝑛−1𝑏
)
.

因此

𝑎𝑛𝑛 − 𝑏𝑇𝐴−1
𝑛−1𝑏 =

𝐷𝑛

𝐷𝑛−1
.

于是

𝑄 = 𝑌′𝑇𝐴𝑛−1𝑌′ + 𝐷𝑛

𝐷𝑛−1
𝑦2
𝑛 .

由归纳假设，

𝑌′𝑇𝐴𝑛−1𝑌′ ∼ 𝐷1𝑦2
1 + 𝐷2

𝐷1
𝑦2

2 + · · · + 𝐷𝑛−1
𝐷𝑛−2

𝑦2
𝑛−1.
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所以

𝑄 ∼ 𝐷1𝑦2
1 + 𝐷2

𝐷1
𝑦2

2 + · · · + 𝐷𝑛

𝐷𝑛−1
𝑦2
𝑛 .

证明完毕。 □

例题 1.4: 复二次型 𝑥2
1 − 𝑥2

2 的保型变换 定义 C2 上的二次型

𝑄(𝛼) = 𝑥2
1 − 𝑥2

2 , ∀𝛼 = (𝑥1 , 𝑥2)𝑇 ∈ C2.

如果 C2 上的线性变换 𝒜 满足

𝑄(𝒜(𝛼)) = 𝑄(𝛼), ∀𝛼 ∈ C2 ,

则称 𝒜 保二次型 𝑄。设 𝒜 是 C2 上保二次型 𝑄 的线性变换，且 𝒜 在 C2 的自然基

𝑒1 , 𝑒2 下的矩阵是

𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗).
证明：

(1) 𝑎22 = ±𝑎11，𝑎21 = ±𝑎12，且

𝑎2
11 − 𝑎2

12 = 1.

更准确地说，两处符号应同时取正或同时取负；

(2) 如果 det𝐴 = 1，则存在非零复数 𝑐，使得

𝐴 =
1
2
©­­«
𝑐 + 1

𝑐
𝑐 − 1

𝑐

𝑐 − 1
𝑐

𝑐 + 1
𝑐

ª®®¬ ;

如果 det𝐴 = −1，则存在非零复数 𝑐，使得

𝐴 =
1
2
©­­«
𝑐 + 1

𝑐
𝑐 − 1

𝑐

−𝑐 + 1
𝑐

−𝑐 − 1
𝑐

ª®®¬ .
解答. 设

𝑋 = (𝑥1 , 𝑥2)𝑇 .
由于

𝑄(𝑋) = 𝑥2
1 − 𝑥2

2 = (𝑥1 + 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥2),
所以

𝑄(𝐴𝑋) = [(𝑎11 + 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 + 𝑎22)𝑥2]
· [(𝑎11 − 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 − 𝑎22)𝑥2] .
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由 𝑄(𝐴𝑋) = 𝑄(𝑋)，得

[(𝑎11 + 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 + 𝑎22)𝑥2] [(𝑎11 − 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 − 𝑎22)𝑥2]
= (𝑥1 + 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥2).

由于 C[𝑥1 , 𝑥2] 是唯一分解整环，且 𝑥1 + 𝑥2 与 𝑥1 − 𝑥2 不是相伴的线性因子，因此只有如下两

种情形。

第一种情形：存在 𝑐 ∈ C∗，使得
(𝑎11 + 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 + 𝑎22)𝑥2 = 𝑐(𝑥1 + 𝑥2),
(𝑎11 − 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 − 𝑎22)𝑥2 = 𝑐−1(𝑥1 − 𝑥2).

比较系数，得 

𝑎11 + 𝑎21 = 𝑐,

𝑎12 + 𝑎22 = 𝑐,

𝑎11 − 𝑎21 = 𝑐−1 ,

𝑎12 − 𝑎22 = −𝑐−1.

于是

𝑎11 = 𝑎22 =
1
2

(
𝑐 + 1

𝑐

)
, 𝑎12 = 𝑎21 =

1
2

(
𝑐 − 1

𝑐

)
.

因此

𝐴 =
1
2
©­­«
𝑐 + 1

𝑐
𝑐 − 1

𝑐

𝑐 − 1
𝑐

𝑐 + 1
𝑐

ª®®¬ .
这时

det𝐴 =
[1
2

(
𝑐 + 1

𝑐

)]2
−

[1
2

(
𝑐 − 1

𝑐

)]2
= 1.

第二种情形：存在 𝑐 ∈ C∗，使得
(𝑎11 + 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 + 𝑎22)𝑥2 = 𝑐−1(𝑥1 − 𝑥2),
(𝑎11 − 𝑎21)𝑥1 + (𝑎12 − 𝑎22)𝑥2 = 𝑐(𝑥1 + 𝑥2).

比较系数，得 

𝑎11 + 𝑎21 = 𝑐−1 ,

𝑎12 + 𝑎22 = −𝑐−1 ,

𝑎11 − 𝑎21 = 𝑐,

𝑎12 − 𝑎22 = 𝑐.

于是

𝑎11 =
1
2

(
𝑐 + 1

𝑐

)
, 𝑎12 =

1
2

(
𝑐 − 1

𝑐

)
,

且

𝑎21 = −𝑎12 , 𝑎22 = −𝑎11.

8
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因此

𝐴 =
1
2
©­­«
𝑐 + 1

𝑐
𝑐 − 1

𝑐

−𝑐 + 1
𝑐

−𝑐 − 1
𝑐

ª®®¬ .
这时

det𝐴 = −1.

综上，若 det𝐴 = 1，则 𝐴 具有第一种形式；若 det𝐴 = −1，则 𝐴 具有第二种形式。并且

两种情形分别给出

𝑎22 = 𝑎11 , 𝑎21 = 𝑎12 ,

或

𝑎22 = −𝑎11 , 𝑎21 = −𝑎12.

同时都有

𝑎2
11 − 𝑎2

12 = 1.

证明完毕。 □

2 矩阵的相似、合同与合同标准形

例题 2.1: 相似与合同的判别 设有实矩阵

𝐴 =

(
2 2
2 𝑎

)
, 𝐵 =

(
4 𝑏

3 1

)
.

证明：

(1) 𝐴 和 𝐵 相似的充分必要条件是

𝑎 = 3, 𝑏 =
2
3

;

(2) 𝐴 和 𝐵 合同的充分必要条件是

𝑎 < 2, 𝑏 = 3.

解答. (1) 若 𝐴 与 𝐵 相似，则它们有相同的迹和行列式。由

tr𝐴 = 𝑎 + 2, tr 𝐵 = 5,

得

𝑎 = 3.

又

det𝐴 = 2𝑎 − 4, det 𝐵 = 4 − 3𝑏.

9
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代入 𝑎 = 3，得
2 = 4 − 3𝑏,

即

𝑏 =
2
3
.

反过来，当 𝑎 = 3, 𝑏 = 2
3 时，

𝜒𝐴(𝜆) = 𝜒𝐵(𝜆) = 𝜆2 − 5𝜆 + 2.

该多项式判别式为

25 − 8 = 17 ≠ 0,

所以 𝐴, 𝐵 都有两个不同特征值，因而都可对角化，并且相似于同一个对角矩阵。因此 𝐴

与 𝐵 相似。

(2) 若 𝐴 与 𝐵 合同，则存在可逆矩阵 𝑃，使得

𝐵 = 𝑃𝑇𝐴𝑃.

由于 𝐴 是对称矩阵，所以 𝑃𝑇𝐴𝑃 也是对称矩阵。因此 𝐵 必须对称，从而

𝑏 = 3.

此时

𝐵 =

(
4 3
3 1

)
,

且

det 𝐵 = 4 − 9 = −5 < 0.

所以 𝐵 的正负惯性指数为 (1, 1)。
对于

𝐴 =

(
2 2
2 𝑎

)
,

有

det𝐴 = 2𝑎 − 4 = 2(𝑎 − 2).
因为左上角元素 2 > 0，所以当且仅当

𝑎 < 2

时，𝐴 的行列式为负，从而 𝐴 的正负惯性指数也是 (1, 1)。
根据实对称矩阵的合同分类定理，两个实对称矩阵合同当且仅当它们有相同的正负惯性指

数。因此 𝐴 与 𝐵 合同当且仅当

𝑎 < 2, 𝑏 = 3.

□

10
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例题 2.2: 实对称方阵的合同标准形 求下列实对称方阵的合同标准形：

(1) (
𝑂 𝐸𝑛
𝐸𝑛 𝑂

)
;

(2) ©­­­«
𝑂 𝐸𝑛 𝑂

𝐸𝑛 𝑂 𝑂

𝑂 𝑂 1

ª®®®¬ ;

(3) 反单位矩阵
𝐽𝑛 = (𝛿𝑖 ,𝑛+1−𝑗)𝑛×𝑛;

(4)

𝑇𝑛 =

©­­­­­­­­­­­«

1 1
2 0 · · · 0 0

1
2 1 1

2 · · · 0 0
0 1

2 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1 1
2

0 0 0 · · · 1
2 1

ª®®®®®®®®®®®¬𝑛×𝑛
.

解答. (1) 设对应二次型为
𝑄(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑇𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 .

令

𝑢 = 𝑥 + 𝑦, 𝑣 = 𝑥 − 𝑦.
则

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
, 𝑦 =

𝑢 − 𝑣
2

,

并且

2𝑥𝑇𝑦 =
1
2
(𝑢𝑇𝑢 − 𝑣𝑇𝑣).

因此其合同标准形为

diag(𝐸𝑛 ,−𝐸𝑛).

(2) 对应二次型为
𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑇𝑦 + 𝑧2.

由第 (1) 问可知 2𝑥𝑇𝑦 的标准形为

𝑢2
1 + · · · + 𝑢2

𝑛 − 𝑣2
1 − · · · − 𝑣2

𝑛 .

再加上 𝑧2，所以合同标准形为

diag(𝐸𝑛+1 ,−𝐸𝑛).

11
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(3) 设 𝐽𝑛 为反单位矩阵。若 𝑛 = 2𝑚，则对应二次型为

𝑄 = 2𝑥1𝑥2𝑚 + 2𝑥2𝑥2𝑚−1 + · · · + 2𝑥𝑚𝑥𝑚+1.

每一项 2𝑢𝑣 都可化为一个正平方减一个负平方，因此

𝐽2𝑚 ∼ diag(𝐸𝑚 ,−𝐸𝑚).

若 𝑛 = 2𝑚 + 1，则

𝑄 = 2𝑥1𝑥2𝑚+1 + 2𝑥2𝑥2𝑚 + · · · + 2𝑥𝑚𝑥𝑚+2 + 𝑥2
𝑚+1.

因此

𝐽2𝑚+1 ∼ diag(𝐸𝑚+1 ,−𝐸𝑚).

(4) 记 𝐷𝑘 为 𝑇𝑛 的 𝑘 阶顺序主子式。则

𝐷0 = 1, 𝐷1 = 1,

且由三对角行列式递推公式，

𝐷𝑘 = 𝐷𝑘−1 − 1
4
𝐷𝑘−2.

容易归纳得到

𝐷𝑘 =
𝑘 + 1
2𝑘

> 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

因此 𝑇𝑛 的所有顺序主子式均为正。由 Sylvester 判别法，𝑇𝑛 正定。所以其合同标准形为

𝐸𝑛 .

□

例题 2.3: 复对称方阵的合同标准形 求下列复对称方阵的合同标准形，其中 𝑖2 = −1：

(1)

𝐴 =

©­­­­­­­­«

1 1 + 𝑖 2 + 𝑖 · · · 𝑛 + 𝑖
1 + 𝑖 1 0 · · · 0
2 + 𝑖 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

𝑛 + 𝑖 0 0 · · · 1

ª®®®®®®®®¬
;
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(2)

𝐵 =

©­­­­­­­­­­­«

1 𝑖
2 0 · · · 0 0

𝑖
2 1 𝑖

2 · · · 0 0
0 𝑖

2 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1 𝑖
2

0 0 0 · · · 𝑖
2 1

ª®®®®®®®®®®®¬𝑛×𝑛
.

解答. 在复数域上，任意复对称矩阵按合同分类时，标准形只由秩决定：秩为 𝑟 的复对称矩阵

合同于

diag(𝐸𝑟 , 𝑂).
因此只需求矩阵的秩。

(1) 按题中写法，𝐴 是 (𝑛 + 1) 阶矩阵。记

𝑣 =

©­­­­­­«
1 + 𝑖
2 + 𝑖
...

𝑛 + 𝑖

ª®®®®®®¬
.

则

𝐴 =

(
1 𝑣𝑇

𝑣 𝐸𝑛

)
.

由 Schur 补公式，

det𝐴 = det𝐸𝑛 · (1 − 𝑣𝑇𝑣) = 1 −
𝑛∑
𝑘=1

(𝑘 + 𝑖)2.

注意
𝑛∑
𝑘=1

(𝑘 + 𝑖)2 =
𝑛∑
𝑘=1

(𝑘2 − 1) + 2𝑖
𝑛∑
𝑘=1

𝑘.

其虚部为

2
𝑛∑
𝑘=1

𝑘 = 𝑛(𝑛 + 1) ≠ 0.

因此

1 −
𝑛∑
𝑘=1

(𝑘 + 𝑖)2 ≠ 0.

所以 𝐴 满秩，合同标准形为

𝐸𝑛+1.

(2) 记 𝐷𝑘 为 𝐵 的 𝑘 阶顺序主子式。则

𝐷0 = 1, 𝐷1 = 1,

13
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且

𝐷𝑘 = 𝐷𝑘−1 −
(
𝑖
2

)2

𝐷𝑘−2 = 𝐷𝑘−1 + 1
4
𝐷𝑘−2.

因为 𝐷0 , 𝐷1 > 0，由递推式可知

𝐷𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

特别地，

det 𝐵 = 𝐷𝑛 ≠ 0.

所以 𝐵 满秩。于是其复合同标准形为

𝐸𝑛 .

□

例题 2.4: 正交变换下不变的双线性函数 设 𝑓 是 R𝑛 上的双线性函数。如果对 R𝑛 上任

意的正交变换 𝒜，有

𝑓 (𝒜(𝛼),𝒜(𝛽)) = 𝑓 (𝛼, 𝛽), ∀𝛼, 𝛽 ∈ R𝑛 ,

则称 𝑓 在正交变换下不变。求 R𝑛 上所有在正交变换下不变的双线性函数。

解答. 设 𝑓 在自然基下的矩阵为 𝑀，即

𝑓 (𝛼, 𝛽) = 𝑋𝑇𝑀𝑌.

若正交变换 𝒜 的矩阵为 𝑃，则条件变为

(𝑃𝑋)𝑇𝑀(𝑃𝑌) = 𝑋𝑇𝑀𝑌, ∀𝑋,𝑌.

所以

𝑃𝑇𝑀𝑃 = 𝑀, ∀𝑃 ∈ 𝑂(𝑛).
由于 𝑃−1 = 𝑃𝑇，这等价于

𝑀𝑃 = 𝑃𝑀, ∀𝑃 ∈ 𝑂(𝑛).
先取

𝑃 = diag(𝜀1 , 𝜀2 , . . . , 𝜀𝑛), 𝜀𝑖 = ±1.

由 𝑀𝑃 = 𝑃𝑀 可得

𝑚𝑖 𝑗𝜀𝑗 = 𝜀𝑖𝑚𝑖 𝑗 .

当 𝑖 ≠ 𝑗 时，可取 𝜀𝑖 ≠ 𝜀𝑗，从而

𝑚𝑖 𝑗 = 0.

因此 𝑀 是对角矩阵。

14
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再取任意置换矩阵 𝑃。由 𝑀𝑃 = 𝑃𝑀 可知 𝑀 的所有对角元相等。因此存在常数 𝑐 ∈ R，使

得

𝑀 = 𝑐𝐸𝑛 .

所以

𝑓 (𝛼, 𝛽) = 𝑐 𝛼𝑇𝛽.

反过来，任意

𝑓 (𝛼, 𝛽) = 𝑐 𝛼𝑇𝛽

显然在所有正交变换下不变。故全部答案为

𝑓 (𝛼, 𝛽) = 𝑐⟨𝛼, 𝛽⟩, 𝑐 ∈ R.

□

3 正定矩阵与半正定矩阵

例题 3.1: 实对称矩阵的立方根 设 𝐴 是 𝑛 阶实对称矩阵。证明：存在唯一的 𝑛 阶实对

称矩阵 𝐵，使得

𝐴 = 𝐵3.

方阵 𝐵 称为方阵 𝐴 的立方根，记为
3√𝐴.

解答. 由于 𝐴 是实对称矩阵，由谱定理，存在正交矩阵 𝑃，使得

𝑃𝑇𝐴𝑃 = diag(𝜆1 ,𝜆2 , . . . ,𝜆𝑛).

令

𝐵 = 𝑃 diag
(

3
√
𝜆1 ,

3
√
𝜆2 , . . . ,

3
√
𝜆𝑛

)
𝑃𝑇 .

则 𝐵 是实对称矩阵，并且

𝐵3 = 𝑃 diag(𝜆1 ,𝜆2 , . . . ,𝜆𝑛)𝑃𝑇 = 𝐴.

所以存在性成立。

下面证明唯一性。设 𝐶 也是实对称矩阵，且

𝐶3 = 𝐴.

则

𝐶𝐴 = 𝐶𝐶3 = 𝐶4 = 𝐶3𝐶 = 𝐴𝐶,

所以 𝐶 与 𝐴 可交换。于是 𝐶 保持 𝐴 的每个特征子空间。

设 𝐸𝜆 是 𝐴 关于特征值 𝜆 的特征子空间。对任意 𝑥 ∈ 𝐸𝜆，有

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥.
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又因为 𝐶 保持 𝐸𝜆，所以 𝐶|𝐸𝜆 是 𝐸𝜆 上的实对称线性变换，并满足

(𝐶|𝐸𝜆)3 = 𝜆𝐼.

由于 𝐶|𝐸𝜆 实对称，可正交对角化，其每个特征值 𝜇 都满足

𝜇3 = 𝜆.

实数范围内该方程只有唯一实根

𝜇 = 3√
𝜆.

因此

𝐶|𝐸𝜆 = 3√
𝜆𝐼.

这说明 𝐶 在每个特征子空间上的作用都被唯一确定，所以 𝐶 = 𝐵。唯一性成立。 □

例题 3.2: 一个正定矩阵时的同时合同对角化 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 阶实对称矩阵，其中 𝐵 是正

定的。证明：𝐴 和 𝐵 可以同时合同对角化。

解答. 因为 𝐵 正定，所以存在实对称正定矩阵 𝐵1/2，并且

𝐵 = 𝐵1/2𝐵1/2.

令

𝐶 = 𝐵−1/2.

则

𝐶𝑇𝐵𝐶 = 𝐸𝑛 .

同时

𝐶𝑇𝐴𝐶 = 𝐵−1/2𝐴𝐵−1/2

仍是实对称矩阵。由谱定理，存在正交矩阵 𝑈，使得

𝑈𝑇(𝐶𝑇𝐴𝐶)𝑈

为对角矩阵。

令

𝑃 = 𝐶𝑈.

于是

𝑃𝑇𝐵𝑃 = 𝑈𝑇𝐶𝑇𝐵𝐶𝑈 = 𝑈𝑇𝑈 = 𝐸𝑛 ,

而

𝑃𝑇𝐴𝑃 = 𝑈𝑇(𝐶𝑇𝐴𝐶)𝑈
是对角矩阵。因此 𝐴 和 𝐵 可以同时合同对角化。 □
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例题 3.3: 两个半正定矩阵的同时合同对角化 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 阶实对称矩阵，且都是半正

定的。证明：𝐴 和 𝐵 可以同时合同对角化。

解答. 令
𝐾 = ker(𝐴 + 𝐵).

由于 𝐴, 𝐵 半正定，对任意 𝑥，若

𝑥𝑇(𝐴 + 𝐵)𝑥 = 0,

则

𝑥𝑇𝐴𝑥 + 𝑥𝑇𝐵𝑥 = 0.

而两项均非负，所以

𝑥𝑇𝐴𝑥 = 0, 𝑥𝑇𝐵𝑥 = 0.

对半正定矩阵，𝑥𝑇𝐴𝑥 = 0 蕴含 𝐴𝑥 = 0。因此

ker(𝐴 + 𝐵) = ker𝐴 ∩ ker 𝐵.

取正交分解

R𝑛 = 𝐾⊥ ⊕ 𝐾.
在 𝐾 上，𝐴 和 𝐵 都为零。下面只需考虑 𝐾⊥。
在 𝐾⊥ 上，𝐴 + 𝐵 是正定的。事实上，若 0 ≠ 𝑥 ∈ 𝐾⊥ 且

𝑥𝑇(𝐴 + 𝐵)𝑥 = 0,

则由上面的讨论可知 𝑥 ∈ 𝐾，与 𝑥 ∈ 𝐾⊥ 且 𝑥 ≠ 0 矛盾。
因此在 𝐾⊥ 上，实对称矩阵 𝐴 与正定矩阵 𝐴 + 𝐵 可以同时合同对角化。于是 𝐴 与 𝐴 + 𝐵

同时化为对角矩阵。由于

𝐵 = (𝐴 + 𝐵) − 𝐴,
所以 𝐵 也同时被化为对角矩阵。

再加上 𝐾 上的零块，便得到 𝐴 和 𝐵 在整个 R𝑛 上可以同时合同对角化。 □

例题 3.4: 正定矩阵乘积的特征值 设 𝑛 阶实对称矩阵 𝐴 和 𝐵 都是正定的。证明：𝐴𝐵

的所有特征值都是正数。

解答. 因为 𝐵 正定，所以 𝐵1/2 存在且可逆。注意

𝐴𝐵 = 𝐵−1/2 (𝐵1/2𝐴𝐵1/2)𝐵1/2.

因此 𝐴𝐵 与

𝐵1/2𝐴𝐵1/2

相似。
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而

𝐵1/2𝐴𝐵1/2

是实对称矩阵。并且对任意非零向量 𝑥，

𝑥𝑇𝐵1/2𝐴𝐵1/2𝑥 = (𝐵1/2𝑥)𝑇𝐴(𝐵1/2𝑥) > 0.

所以 𝐵1/2𝐴𝐵1/2 是正定矩阵，其所有特征值均为正数。相似矩阵有相同的特征值，因此 𝐴𝐵 的

所有特征值都是正数。 □

例题 3.5: 半正定矩阵行列式的不等式 设 𝑛 阶实对称矩阵 𝐴 和 𝐵 都是半正定的。证明：

det(𝐴 + 𝐵) ≥ det𝐴 + det 𝐵.

解答. 由上一题，半正定实对称矩阵 𝐴, 𝐵 可以同时合同对角化。故存在可逆矩阵 𝑃，使得

𝑃𝑇𝐴𝑃 = diag(𝑎1 , . . . , 𝑎𝑛), 𝑃𝑇𝐵𝑃 = diag(𝑏1 , . . . , 𝑏𝑛),

其中

𝑎𝑖 ≥ 0, 𝑏𝑖 ≥ 0.

于是

𝑃𝑇(𝐴 + 𝐵)𝑃 = diag(𝑎1 + 𝑏1 , . . . , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛).
记

𝑑 = (det𝑃)2 > 0.

则

𝑑 det𝐴 =
𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝑖 , 𝑑 det 𝐵 =
𝑛∏
𝑖=1

𝑏𝑖 ,

并且

𝑑 det(𝐴 + 𝐵) =
𝑛∏
𝑖=1

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖).

由于 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ≥ 0，有
𝑛∏
𝑖=1

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) ≥
𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝑖 +
𝑛∏
𝑖=1

𝑏𝑖 .

因此

𝑑 det(𝐴 + 𝐵) ≥ 𝑑 det𝐴 + 𝑑 det 𝐵.

两边同除以 𝑑 > 0，得
det(𝐴 + 𝐵) ≥ det𝐴 + det 𝐵.

□
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例题 3.6: Fischer 不等式与 Hadamard 型不等式 设 𝑛 阶实对称矩阵 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗) 是半正
定的。证明：

(1) 对 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛，有

det𝐴 ≤ det𝐴[{1, . . . , 𝑘}] · det𝐴[{𝑘 + 1, . . . , 𝑛}],

其中 𝐴[𝐼] 表示由指标集 𝐼 对应的主子矩阵，并约定空矩阵的行列式为 1；

(2)
det𝐴 ≤ 𝑎11𝑎22 · · · 𝑎𝑛𝑛 .

若进一步假设 𝐴 正定，则等号成立当且仅当 𝐴 是对角矩阵。

解答. (1) 先证明 𝐴 正定的情形。将 𝐴 分块为

𝐴 =

(
𝐵 𝐶

𝐶𝑇 𝐷

)
,

其中 𝐵 = 𝐴[{1, . . . , 𝑘}]，𝐷 = 𝐴[{𝑘 + 1, . . . , 𝑛}]。因为 𝐴 正定，所以 𝐵, 𝐷 都正定。

由 Schur 补公式，
det𝐴 = det 𝐵 · det(𝐷 − 𝐶𝑇𝐵−1𝐶).

又

𝐷 − 𝐶𝑇𝐵−1𝐶

是半正定矩阵，并且

0 ≤ 𝐷 − 𝐶𝑇𝐵−1𝐶 ≤ 𝐷.

于是

det(𝐷 − 𝐶𝑇𝐵−1𝐶) ≤ det𝐷.

因此

det𝐴 ≤ det 𝐵 det𝐷.

对一般半正定矩阵 𝐴，考虑

𝐴𝜀 = 𝐴 + 𝜀𝐸𝑛 , 𝜀 > 0.

则 𝐴𝜀 正定，由正定情形有

det𝐴𝜀 ≤ det𝐴𝜀[{1, . . . , 𝑘}] · det𝐴𝜀[{𝑘 + 1, . . . , 𝑛}].

令 𝜀 → 0+，由行列式关于矩阵元素的连续性，得到半正定情形的结论。

(2) 对第 (1) 问反复使用，得到

det𝐴 ≤ 𝑎11 det𝐴[{2, . . . , 𝑛}] ≤ 𝑎11𝑎22 det𝐴[{3, . . . , 𝑛}] ≤ · · · ≤ 𝑎11𝑎22 · · · 𝑎𝑛𝑛 .
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下面讨论等号条件。若 𝐴 正定，则上述每一步 Fischer 不等式取等号当且仅当对应的非对
角分块为零。逐步应用可知，等号成立当且仅当所有非对角元均为零，即 𝐴 是对角矩阵。

需要注意：若只假设 𝐴 半正定，则“等号成立当且仅当 𝐴 是对角矩阵”并不严格成立。例

如

𝐴 =
©­­­«
0 0 0
0 1 1

2

0 1
2 1

ª®®®¬
是半正定矩阵，并且

det𝐴 = 0 = 𝑎11𝑎22𝑎33 ,

但 𝐴 不是对角矩阵。因此等号条件通常需要附加正定性，或者对零对角元情形另行讨论。

□

例题 3.7: Hadamard 不等式 设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗) 是 𝑛 阶实方阵，证明：

|det𝐴| ≤
𝑛∏
𝑗=1

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 𝑗

)1/2

.

若 𝐴 的每个列向量均非零，则等号成立当且仅当 𝐴 的 𝑛 个列向量两两正交。

解答. 记 𝐴 的列向量为

𝛼1 , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛 .

考虑 Gram 矩阵
𝐺 = 𝐴𝑇𝐴.

则

𝐺 = (𝛼𝑇𝑖 𝛼 𝑗)𝑛𝑖,𝑗=1.

它是半正定实对称矩阵，并且

det𝐺 = det(𝐴𝑇𝐴) = (det𝐴)2.

由上一题的 Hadamard 型不等式，

det𝐺 ≤ 𝑔11𝑔22 · · · 𝑔𝑛𝑛 .

而

𝑔𝑗 𝑗 = 𝛼𝑇𝑗 𝛼 𝑗 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 𝑗 .

所以

(det𝐴)2 ≤
𝑛∏
𝑗=1

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 𝑗

)
.
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两边开方，得

| det𝐴| ≤
𝑛∏
𝑗=1

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 𝑗

)1/2

.

若每个列向量均非零，则等号成立当且仅当 Gram 矩阵 𝐺 在上一题的不等式中取等号。此

时等价于 𝐺 为对角矩阵，即

𝛼𝑇𝑖 𝛼 𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗.

这就是说，𝐴 的 𝑛 个列向量两两正交。

注意：Hadamard 不等式的标准形式应写为带绝对值的

|det𝐴| ≤
𝑛∏
𝑗=1

∥𝛼 𝑗∥.

如果不加绝对值，则当 det𝐴 < 0 时等号条件会出现取向问题。 □
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