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无穷级数·I
秦加俊

2026 年 6 月 20 日

1 真收敛与假收敛

知识 1.1: 级数的特权对照表：真收敛 vs 假收敛

为了直观对比这两种收敛的本质区别，我们梳理了它们在代数操作上的“特权”差异。在

处理条件收敛级数时，请务必收起你在初等代数中养成的习惯。

代数操作 / 属性 绝对收敛（真收敛） 条件收敛（假收敛）

定义本质
∑

𝑢𝑛 与
∑ |𝑢𝑛 | 均收敛。 ∑

𝑢𝑛 收敛，但
∑ |𝑢𝑛 |发散。

交换律 (任意重排位置) 绝对合法（和不变）
无论怎么打乱各项相加的

顺序，级数的和永远等于同

一个常数（Dirichlet定理）。

致命禁忌（和改变甚至发
散）
只要改变各项相加的顺序，

你可以让这个级数收敛到

任何一个实数，甚至让它发
散（Riemann 重排定理）！

结合律 (加删括号) 完全合法
可以任意加括号，也可以任

意拆括号。

单向合法（只能加不能拆）
可以加括号（不改变原收敛

和），但绝对不能随便去括
号（拆开后极可能发散）。

分配律(两级数相乘展开) 完全合法
两个绝对收敛的级数作柯

西乘积，结果依然绝对收
敛，且和等于两和之积。

极度危险
两个条件收敛的级数相乘

展开，结果极有可能是发散
的。

物理直观 “家底殷实，任性挥霍”
总能量有限，符合人类对数

字的常规常识。

“拆东墙补西墙的走钢丝”
靠正负项同阶无穷大抵消

维持表面平衡，一碰就碎。

【核心观念转变】在有限项求和时，加法的交换律（随便换位置）和分配律（乘法展开）是天经
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地义的。但在无穷级数中，这个特权被无情地剥夺了！

所谓绝对收敛，就是级数的“真收敛”——它的总能量（绝对值之和）是有限的，因此你完
全可以把它当成有限个数来随意操作。而条件收敛，则是级数的“假收敛”——它自身其实是发
散的（正项之和与负项之和均为无穷大），它之所以能收敛，全靠正负项之间极其脆弱的“抵消

平衡”。只要稍微改变一下求和顺序，这种平衡就会瞬间崩塌！

【考场避坑指南】
当题目要求你计算两个级数的乘积，或者让你将一个级数重新组合求和时，第一步永远是判断
它是否绝对收敛！只有绝对收敛，你才能放心大胆地去化简和交换；如果是条件收敛，立刻停
止一切变换，老老实实按原定义的顺序去求部分和极限。

【经典案例大赏：真假收敛的实战对决】

例题 1.1: 真收敛的特权：柯西乘积与无限分配律 已知指数函数的麦克劳林展开式为

𝑒𝑥 =
∑∞

𝑛=0
𝑥𝑛
𝑛!，该级数在全实数轴上绝对收敛。请利用级数的乘法（分配律）直接证明

指数运算法则：𝑒𝑥 · 𝑒𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦。

解答.【解析】：绝对收敛带来的代数自由
因为 𝑒𝑥 和 𝑒𝑦 的级数都是绝对收敛的（真收敛），所以我们拥有绝对的特权，可以将这两个无穷
多项式像有限多项式一样，放心地进行乘法展开并重新合并同类项（这被称为柯西乘积）。

设 𝑒𝑥 =
∑∞

𝑖=0
𝑥 𝑖
𝑖!，𝑒𝑦 =

∑∞
𝑗=0

𝑦 𝑗

𝑗!。将它们相乘，并把所有使得 𝑖 + 𝑗 = 𝑛 的项归拢到一起：

𝑒𝑥 · 𝑒𝑦 =

( ∞∑
𝑖=0

𝑥 𝑖

𝑖!

) ©­«
∞∑
𝑗=0

𝑦 𝑗

𝑗!
ª®¬ =

∞∑
𝑛=0

(
𝑛∑

𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
𝑦𝑛−𝑘

(𝑛 − 𝑘)!

)
观察内部的求和式，这极其眼熟！为了凑出二项式定理，我们在分子分母同乘 𝑛!：

𝑛∑
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
𝑦𝑛−𝑘

(𝑛 − 𝑘)! =
1
𝑛!

𝑛∑
𝑘=0

𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!𝑥

𝑘𝑦𝑛−𝑘 = 1
𝑛!

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘

)
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘

利用二项式定理，内部的求和完美化简为 (𝑥 + 𝑦)𝑛。将其代回原式：

𝑒𝑥 · 𝑒𝑦 =
∞∑
𝑛=0

(𝑥 + 𝑦)𝑛
𝑛!

而这恰好就是 𝑒𝑥+𝑦 的泰勒展开式！结论：因为绝对收敛，无穷项的乘法分配律完美生效，微积
分与初等代数在这里达成了极其优美的统一。 □

例题 1.2: 假收敛的背叛：加法交换律的彻底崩塌（黎曼重排魔术） 已知交错调和级数是
条件收敛（假收敛）的，且其和为 ln 2：

𝑆 = 1 − 1
2
+ 1

3
− 1

4
+ 1

5
− 1

6
+ · · · = ln 2
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请演示：如果不增不减任何数字，仅仅改变各项相加的顺序，如何让它的和变成 3
2 ln 2。

解答.【解析】：走钢丝的条件收敛被无情戳穿
因为原级数是条件收敛，它对“加法交换律”没有任何免疫力。下面我们开始表演魔术：

首先，将原级数等式两边同乘 1
2：

1
2
𝑆 =

1
2
− 1

4
+ 1

6
− 1

8
+ . . .

为了方便对齐，我们在这个新级数中穿插一些 0（加 0 显然不改变和）：

1
2
𝑆 = 0 + 1

2
+ 0 − 1

4
+ 0 + 1

6
+ 0 − 1

8
+ . . .

现在，我们将原级数 𝑆 与穿插了 0 的 1
2𝑆 逐项相加：

𝑆 = 1 − 1
2
+ 1

3
− 1

4
+ 1

5
− 1

6
+ 1

7
− 1

8
+ . . .

+ 1
2
𝑆 = 0 + 1

2
+ 0 − 1

4
+ 0 + 1

6
+ 0 − 1

8
+ . . .

3
2
𝑆 = 1 + 0 + 1

3
− 1

2
+ 1

5
+ 0 + 1

7
− 1

4
+ . . .

我们将相加后结果中的 0 去掉，看看剩下的是什么序列：

3
2
𝑆 = 1 + 1

3
− 1

2
+ 1

5
+ 1

7
− 1

4
+ 1

9
+ 1

11
− 1

6
+ . . .

震撼的真相来了：请仔细观察最后得到的这个级数！它包含了 1, 1
3 ,

1
5 , . . . 所有奇数的正项，

也包含了 −1
2 ,−1

4 ,−1
6 , . . . 所有偶数的负项。它包含的数字，跟原级数 𝑆 连一个标点符号都不差！

它仅仅是改变了出场顺序（规则变为：出两个正项，出一个负项）。

仅仅因为换了换加法的位置，同一个级数，和竟然从 ln 2 变成了 3
2 ln 2！结论：条件收敛级

数的本质是“无穷大减无穷大”的危险游戏。绝不能对它们使用任何形式的交换律和结合律。 □

2 正项级数判别法

不存在收敛速度最慢的级数！

知识 2.1: 正项级数判别法的底层逻辑：万法归宗“比较法”

核心思想：正项级数没有正负抵消的侥幸，判别其敛散性的唯一绝对真理就是“比较”——
比收敛的级数小就收敛，比发散的级数大就发散。所有的其他高级判别法，本质上都只是

拿原级数去和两个人类最熟悉、敛散性极度明确的“基准标尺”（等比级数和 𝑝-级数）作
比较，并封装成了方便计算的极限公式。
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基准标尺 衰减级别 衍生判别法 公式要领与本质

【万法之源】
直接比较原则

任意级别 直接比较判别法 大收则小收，小发则大发。
𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 且

∑
𝑣𝑛 收敛 =⇒ ∑

𝑢𝑛
收敛。

本质：这是一切判别法的推导起

点。

【第一标尺】
等比级数∑

𝑞𝑛

指数级
(极快)

1. 比值法
(D’Alembert)
2. 根值法 (Cauchy)

公式：lim 𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 𝜌 或 lim 𝑛
√
𝑢𝑛 =

𝜌

结论：𝜌 < 1 收敛，𝜌 > 1 发散。
本质：测算原级数隐藏的“公比”。

拿指数的尺子去量，一旦遇到多

项式级别（如 1
𝑛2），尺子就会失

效（算出 𝜌 = 1）。

【第二标尺】
𝑝-级数∑ 1

𝑛𝑝

多项式级
(较慢)

1. 极限比较法
2. 拉贝判别法
(Raabe)

公式：
比较：lim 𝑢𝑛

1/𝑛𝑝 = 𝑙 (0 < 𝑙 < +∞)
拉贝：lim 𝑛

(
𝑢𝑛
𝑢𝑛+1

− 1
)
= 𝜌

结论：𝑝 > 1 (或 𝜌 > 1) 收敛；
𝑝 ≤ 1 (或 𝜌 < 1) 发散。
本质：当比值法失效（𝜌 = 1）时，
说明它是多项式级。拉贝公式本

质就是将其展开并与 𝑝-级数对
比，强行提取出它的隐藏次幂 𝜌。

2.1 根式判别法与比值判别法：与等比级数比较

例题 2.1: 判别敛散性
∞∑
𝑛=3

1
(ln ln 𝑛)𝑛

解答.【解析】：柯西根值判别法（Cauchy’s Root Test）
观察到通项的形式带有整体的 𝑛 次方，果断使用根值判别法。设 𝑢𝑛 = 1

(ln ln 𝑛)𝑛 > 0。计算其 𝑛

次方根的极限：

𝜌 = lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑢𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑛

√
1

(ln ln 𝑛)𝑛 = lim
𝑛→∞

1
ln ln 𝑛
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因为 lim𝑛→∞ ln ln 𝑛 = +∞，所以：
𝜌 = 0 < 1

根据根值判别法，该正项级数收敛。 □

例题 2.2: 比值判别法在阶乘与连乘级数中的应用 判别级数
∑∞

𝑛=1
𝑛!

(2𝑛+1)!! 的敛散性。

解答.【解析】：识别“指数级”衰减速度
通项包含阶乘 𝑛! 和双阶乘 (2𝑛 + 1)!! = 3 · 5 · · · · · (2𝑛 + 1)。这种带有强烈“连乘”色彩的级数，
其相邻项之比往往能化简为简单的有理分式，因此是比值判别法的首选。

设 𝑢𝑛 = 𝑛!
(2𝑛+1)!!。计算相邻项之比的极限：

𝜌 = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

( (𝑛 + 1)!
(2𝑛 + 3)!! ·

(2𝑛 + 1)!!
𝑛!

)
利用阶乘和双阶乘的消去性质：

(𝑛 + 1)!
𝑛!

= 𝑛 + 1,
(2𝑛 + 1)!!
(2𝑛 + 3)!! =

1
2𝑛 + 3

代入得：

𝜌 = lim
𝑛→∞

𝑛 + 1
2𝑛 + 3

利用最高次幂抓大头（或洛必达法则）：

𝜌 = lim
𝑛→∞

1 + 1
𝑛

2 + 3
𝑛

=
1
2

结论：由于 𝜌 = 1
2 < 1，该级数最终的衰减速度等价于一个公比为 1/2 的收敛等比级数。根

据比值判别法，原级数收敛。 □

【方法点拨】：在使用比值判别法时，若算出的极限 𝜌 = 1，往往发生在通项是多项式分式（如
𝑛2

𝑛4+1）的情况下，此时应果断放弃比值法，改用极限比较法（找 𝑝-级数标尺）或 Raabe 判别法。

2.2 与 p 级数比较

例题 2.3: Raabe 判 别 法 （含 参 连 乘 级 数 的 参 数 讨 论） 讨 论 级 数∑∞
𝑛=1

𝑎(𝑎+1)···(𝑎+𝑛−1)
𝑏(𝑏+1)···(𝑏+𝑛−1) (𝑎 > 0, 𝑏 > 0) 的敛散性。

解答.【解析】：
第一步：常规试探（比值法失效）
设 𝑢𝑛 = 𝑎(𝑎+1)···(𝑎+𝑛−1)

𝑏(𝑏+1)···(𝑏+𝑛−1)，由于含有强烈的连乘特征，首先尝试比值判别法：

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=
𝑎 + 𝑛
𝑏 + 𝑛
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取极限：

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛(1 + 𝑎/𝑛)
𝑛(1 + 𝑏/𝑛) = 1

比值法完全失效。这说明该级数不是以指数级衰减的。

第二步：启用 Raabe 判别法进行精密测算
由于比值极限为 1，我们改用 Raabe 判别法，计算其极限 𝜌：

𝜌 = lim
𝑛→∞ 𝑛

(
𝑢𝑛
𝑢𝑛+1

− 1
)
= lim

𝑛→∞ 𝑛

(
𝑏 + 𝑛
𝑎 + 𝑛

− 1
)

通分化简括号内部：

𝜌 = lim
𝑛→∞ 𝑛

(
𝑏 − 𝑎
𝑎 + 𝑛

)
= lim

𝑛→∞
𝑏 − 𝑎
𝑎
𝑛 + 1

= 𝑏 − 𝑎

第三步：根据极限 𝜌 分类讨论结论
根据 Raabe 判别法的判定标准：

◦ 当 𝜌 = 𝑏 − 𝑎 > 1（即 𝑏 > 𝑎 + 1）时，级数收敛。

◦ 当 𝜌 = 𝑏 − 𝑎 < 1（即 𝑏 < 𝑎 + 1）时，级数发散。

◦ 当 𝜌 = 𝑏 − 𝑎 = 1（即 𝑏 = 𝑎 + 1）时，Raabe 判别法本身通常失效，但直接代入原级数检验：
此时 𝑢𝑛 = 𝑎(𝑎+1)···(𝑎+𝑛−1)

(𝑎+1)(𝑎+2)···(𝑎+𝑛) =
𝑎

𝑎+𝑛。由于
𝑎

𝑎+𝑛 ∼ 𝑎
𝑛，与调和级数等价，故此时级数发散。

结论：当 𝑏 > 𝑎 + 1 时级数收敛；当 𝑏 ≤ 𝑎 + 1 时级数发散。 □

2.3 积分判别法：与可积分函数比较

例题 2.4: 判别敛散性
∞∑
𝑛=3

1
𝑛 ln 𝑛 · (ln ln 𝑛)2

解答.【解析】：积分判别法的标准应用
设函数 𝑓 (𝑥) = 1

𝑥 ln 𝑥·(ln ln 𝑥)2。当 𝑥 ≥ 3 时， 𝑓 (𝑥) 显然非负、连续，且单调递减。满足积分判别法
的使用条件。考察对应的无穷积分敛散性：∫ +∞

3

𝑑𝑥
𝑥 ln 𝑥 · (ln ln 𝑥)2

利用凑微分法：注意到 𝑑(ln ln 𝑥) = 1
ln 𝑥 𝑑(ln 𝑥) = 1

𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥，于是有：∫ +∞

3

𝑑(ln ln 𝑥)
(ln ln 𝑥)2

令 𝑢 = ln ln 𝑥，原积分变为
∫ +∞

ln ln 3 𝑢
−2𝑑𝑢：

lim
𝐴→+∞

[
− 1
𝑢

]𝐴
ln ln 3

= lim
𝐴→+∞

(
− 1
𝐴

+ 1
ln ln 3

)
=

1
ln ln 3

由于反常积分收敛，由积分判别法可知，原级数收敛。 □

2.4 直接判别法
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例题 2.5: 判别级数敛散性
∞∑
𝑛=1

𝑛 − √
𝑛

2𝑛 − ln 𝑛

解答.【解析】：必要条件（第 𝑛 项检验法）
在动用复杂的判别法之前，第一反应应始终是检查一般项是否趋于零。求通项 𝑢𝑛 的极限，分子

分母同除以最高阶项 𝑛：

lim
𝑛→∞

𝑛 − √
𝑛

2𝑛 − ln 𝑛
= lim

𝑛→∞
1 − 1√

𝑛

2 − ln 𝑛
𝑛

=
1 − 0
2 − 0

=
1
2

因为通项极限 lim𝑛→∞ 𝑢𝑛 ≠ 0，不满足级数收敛的必要条件。所以，该级数发散。 □

3 任意项级数判别法

3.1 Leibniz 判别法

例题 3.1: 判别敛散性
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛 1
𝑛 − ln 𝑛

解答.【解析】：交错级数与单调性证明
这是一个标准的交错级数。设 𝑢𝑛 = 1

𝑛−ln 𝑛，我们用莱布尼茨判别法验证其两个条件：1. 极限为
零：

lim
𝑛→∞ 𝑢𝑛 = lim

𝑛→∞
1

𝑛(1 − ln 𝑛
𝑛 ) = 0

（因为 lim𝑛→∞ ln 𝑛
𝑛 = 0）。

2. 单调递减：设辅助函数 𝑓 (𝑥) = 𝑥 − ln 𝑥 (𝑥 ≥ 1)。求导：
𝑓 ′(𝑥) = 1 − 1

𝑥

当 𝑥 > 1 时， 𝑓 ′(𝑥) > 0，所以 𝑓 (𝑥) 单调递增。因此其倒数 𝑢𝑛 = 1
𝑓 (𝑛) 单调递减。满足莱布尼茨

判别法，原级数收敛。（注：若考查绝对收敛性，由于 1
𝑛−ln 𝑛 > 1

𝑛，而调和级数发散，故该级数

为条件收敛。） □

3.2 两个重要判别法

【核心思想】当级数既不是正项级数，又不是严格的正负交替（Leibniz 判别法失效）时，我们通
常面对的是类似 sin(𝑛𝑥) 这样带有复杂振荡的项。此时，我们通过将通项拆解为 𝑎𝑛 · 𝑏𝑛 的形式，
利用 Abel 变换（求和的积分部分）将其降维打击。
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知识 3.1: 乘积型级数的敛散性：Abel 与 Dirichlet 判别法

对于任意项级数
∑∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑏𝑛，若序列 {𝑎𝑛} 与 {𝑏𝑛} 满足以下两套条件之一，则该级数必收
敛。

1. Dirichlet 判别法（狄利克雷）——“有界配趋零”

◦ 条件 A（振荡但受控）：
∑

𝑎𝑛 的部分和序列是有界的。即存在常数 𝑀 > 0，使得对
任意 𝑁，都有

��∑𝑁
𝑛=1 𝑎𝑛

�� ≤ 𝑀。

◦ 条件 B（单调且衰减）：序列 {𝑏𝑛} 单调，且 lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 = 0。

注：最典型的 𝑎𝑛 是 sin(𝑛𝑥) 或 cos(𝑛𝑥)；Leibniz 判别法其实就是 𝑎𝑛 = (−1)𝑛 时 Dirichlet
判别法的特例。

2. Abel 判别法（阿贝尔）——“收敛配稳定”

◦ 条件 A（本身已收敛）：级数
∑

𝑎𝑛 收敛。

◦ 条件 B（单调且有界）：序列 {𝑏𝑛} 单调，且有界（不要求趋于 0）。

注：如果一个级数已经收敛了，你给它乘上一个单调且不发散的“干扰项”，它依然保持

收敛。

例题 3.2: Dirichlet 判别法（三角函数振荡级数） 判断级数 ∑∞
𝑛=1

sin(𝑛𝑥)√
𝑛

(0 < 𝑥 <

2𝜋) 的敛散性。

解答.【解析】：经典的“有界配趋零”模型
通项包含 sin(𝑛𝑥)，且带有分母，这极其符合 Dirichlet 判别法的特征。我们将通项拆解为 𝑎𝑛 =

sin(𝑛𝑥) 和 𝑏𝑛 = 1√
𝑛
。

第一步：验证 𝑎𝑛 的部分和有界
计算

∑𝑛
𝑘=1 sin(𝑘𝑥) 的部分和。利用积化和差公式（分子分母同乘 2 sin 𝑥

2）：

𝑛∑
𝑘=1

sin(𝑘𝑥) =
∑𝑛

𝑘=1 2 sin(𝑘𝑥) sin 𝑥
2

2 sin 𝑥
2

=

∑𝑛
𝑘=1

(
cos(𝑘 − 1

2 )𝑥 − cos(𝑘 + 1
2 )𝑥

)
2 sin 𝑥

2

这是一个裂项相消的和，中间项全部抵消：

𝑛∑
𝑘=1

sin(𝑘𝑥) = cos 𝑥
2 − cos(𝑛 + 1

2 )𝑥
2 sin 𝑥

2

由于 | cos𝜃| ≤ 1，所以对于任意的 𝑛，部分和的绝对值满足：����� 𝑛∑
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)
����� ≤ 1 + 1��2 sin 𝑥

2

�� = 1
sin 𝑥

2
(因为0 < 𝑥 < 2𝜋, sin 𝑥

2
> 0)

这是一个与 𝑛 无关的常数，故 𝑎𝑛 的部分和有界。
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第二步：验证 𝑏𝑛 单调趋于 0
𝑏𝑛 = 1√

𝑛
，显然随着 𝑛 的增大单调递减，且 lim𝑛→∞ 1√

𝑛
= 0。

结论：满足 Dirichlet 判别法的两个条件，故原级数收敛。 □

例题 3.3: Abel 判别法（收敛级数的稳定微调） 判断级数 ∑∞
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛

(
1 + 1

𝑛

)𝑛 的敛
散性。

解答.【解析】：识别已收敛的母体与单调干扰项
观察通项，它显然是由经典的交错调和级数 (−1)𝑛−1

𝑛 和著名的极限序列
(
1 + 1

𝑛

)𝑛 相乘得到的。这
直接指向 Abel 判别法。拆解为 𝑎𝑛 = (−1)𝑛−1

𝑛 和 𝑏𝑛 =
(
1 + 1

𝑛

)𝑛。
第一步：验证

∑
𝑎𝑛 收敛

级数
∑∞

𝑛=1
(−1)𝑛−1

𝑛 是交错调和级数，由 Leibniz 判别法易知其收敛。
第二步：验证 𝑏𝑛 单调且有界

序列 𝑏𝑛 =
(
1 + 1

𝑛

)𝑛 是微积分中定义自然对数底 𝑒 的经典序列。1. 单调性：利用均值不等式可
严格证明 𝑏𝑛 是严格单调递增的序列。2. 有界性：我们熟知 lim𝑛→∞

(
1 + 1

𝑛

)𝑛 = 𝑒。由于它单调

递增且收敛于 𝑒，因此对任意 𝑛，均有 𝑏𝑛 < 𝑒，序列有界。

结论： 𝑎𝑛 构成的级数收敛，序列 𝑏𝑛 单调且有界，满足 Abel 判别法的条件。因此原级数
收敛。 □

4 拓展题目

例题 4.1: 渐近分析与条件收敛 判断级数
∑∞

𝑛=1
(−1)𝑛√
𝑛+(−1)𝑛 的敛散性，确定是绝对收敛还

是条件收敛。

解答.【解析】：泰勒展开法应对非单调交错级数
第一步：绝对收敛性判定
取绝对值后为

∑∞
𝑛=1

1√
𝑛+(−1)𝑛。当 𝑛 → ∞ 时，通项与 1√

𝑛
等价：

lim
𝑛→∞

1√
𝑛+(−1)𝑛

1√
𝑛

= lim
𝑛→∞

1√
1 + (−1)𝑛

𝑛

= 1

由于 𝑝-级数
∑ 1√

𝑛
(𝑝 = 1/2 ≤ 1) 发散，根据极限比较判别法，原级数不绝对收敛。

第二步：条件收敛性判定（极易错点）
虽然它是交错级数，但通项绝对值 𝑢𝑛 = 1√

𝑛+(−1)𝑛 并不是单调递减的，莱布尼茨判别法失效！必

须进行泰勒展开剥离出其本质。

(−1)𝑛√
𝑛 + (−1)𝑛

=
(−1)𝑛

√
𝑛
√

1 + (−1)𝑛
𝑛

=
(−1)𝑛√

𝑛

(
1 + (−1)𝑛

𝑛

)−1/2

9
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利用 (1 + 𝑥)−1/2 = 1 − 1
2𝑥 + 𝑂(𝑥2) 展开：

=
(−1)𝑛√

𝑛

(
1 − 1

2
(−1)𝑛
𝑛

+ 𝑂
( 1
𝑛2

))
=

(−1)𝑛√
𝑛

− 1
2𝑛3/2 + 𝑂

(
1

𝑛5/2

)
我们将原级数拆分为三个级数的和：1.

∑ (−1)𝑛√
𝑛
满足莱布尼茨条件，收敛。2.

∑ 1
2𝑛3/2 是 𝑝-级数

(𝑝 = 3/2 > 1)，收敛。3. 余项级数
∑

𝑂
(

1
𝑛5/2

)
绝对收敛。因为这三个级数分别都收敛，所以它

们的代数和（原级数）也收敛。综上，原级数为条件收敛。 □

例题 4.2: 巧妙的组合级数求和 计算级数的和：

1
3
+ 1

5
+ 1

9
+ 1

15
+ 1

25
+ 1

27
+ · · ·

其中分母为质因数只由 3 和 5 构成的所有正整数（按从小到大的顺序排列）。

解答.【解析】：几何级数乘积的逆向应用
仔细审题，该级数的分母包含了所有形式为 3𝑖5𝑗 的整数（其中 𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0，且 𝑖 + 𝑗 ≥ 1 剔除了
1 这个数）。这提示我们将该求和转化为两个独立几何级数的柯西乘积。考虑以下两个几何级数
的乘积： ( ∞∑

𝑖=0

1
3𝑖

)
× ©­«

∞∑
𝑗=0

1
5𝑗

ª®¬ =
∞∑
𝑖=0

∞∑
𝑗=0

1
3𝑖5𝑗

右边的双重求和完美地生成了所有质因数只含 3 和 5 的分母的倒数和。但需要注意，它包含了
𝑖 = 0, 𝑗 = 0 的情况（此时分母为 3050 = 1），而题目给出的级数是从 1

3 开始的，不含 1。
设题目要求的级数和为 𝑆，则有：( ∞∑

𝑖=0

1
3𝑖

)
× ©­«

∞∑
𝑗=0

1
5𝑗

ª®¬ = 1 + 𝑆

分别计算左边两个收敛的等比级数的和：

∞∑
𝑖=0

(1
3

) 𝑖
=

1
1 − 1/3

=
3
2

∞∑
𝑗=0

(1
5

) 𝑗
=

1
1 − 1/5

=
5
4

将结果代入等式：
3
2
× 5

4
= 1 + 𝑆 =⇒ 15

8
= 1 + 𝑆

解得：𝑆 = 15
8 − 1 = 7

8。 □
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例题 4.3: 超越函数的极致裂项：反三角级数求和 求下列包含反三角函数的无穷级

数的和：
∞∑
𝑛=1

arctan
( 1
2𝑛2

)
解答.【解析】：寻找反三角函数的“裂项密码”
面对反三角函数的无穷求和，传统的比值、根值、或者幂级数展开全部失效。破局的关键在于

回想高中三角函数的一个冷门但极其强大的差角公式：

tan(𝛼 − 𝛽) = tan 𝛼 − tan 𝛽

1 + tan 𝛼 tan 𝛽

对两边取反正切，我们得到反正切函数的差值公式：

arctan 𝑥 − arctan 𝑦 = arctan
(
𝑥 − 𝑦
1 + 𝑥𝑦

)
(𝑥𝑦 > −1)

第一步：逆向构造恒等式
我们的目标是把通项 arctan

(
1

2𝑛2

)
强行凑成 arctan

(
𝑥−𝑦

1+𝑥𝑦
)
的形式。首先，为了制造分母上的

“1 + . . .”，我们将 1
2𝑛2 的分子分母同乘 2：

1
2𝑛2 =

2
4𝑛2

现在处理分母 4𝑛2：强行给它分离出一个 1，得到 1 + (4𝑛2 − 1)。利用平方差公式，将 4𝑛2 − 1
分解为 (2𝑛 + 1)(2𝑛 − 1)。此时，分母已经变成了 1 + (2𝑛 + 1)(2𝑛 − 1) 的形态，这意味着我们找
到了 𝑥 和 𝑦 的候选人：

𝑥 = 2𝑛 + 1, 𝑦 = 2𝑛 − 1

奇迹发生的地方在于分子：恰好有 𝑥 − 𝑦 = (2𝑛 + 1) − (2𝑛 − 1) = 2！这与我们分子上的 2 完美契
合。

第二步：执行多米诺骨牌裂项
根据上述构造，通项被完美拆解为两项之差：

arctan
( 1
2𝑛2

)
= arctan

( (2𝑛 + 1) − (2𝑛 − 1)
1 + (2𝑛 + 1)(2𝑛 − 1)

)
= arctan(2𝑛 + 1) − arctan(2𝑛 − 1)

现在，我们写出级数的前 𝑁 项部分和 𝑆𝑁：

𝑆𝑁 =
𝑁∑
𝑛=1

[
arctan(2𝑛 + 1) − arctan(2𝑛 − 1)

]
= (arctan 3 − arctan 1)
+ (arctan 5 − arctan 3)
+ (arctan 7 − arctan 5)
+ . . .

+ (arctan(2𝑁 + 1) − arctan(2𝑁 − 1))

11
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内部的项像多米诺骨牌一样全部对角抵消，只留下第一项的尾巴和最后一项的头：

𝑆𝑁 = arctan(2𝑁 + 1) − arctan 1

第三步：取极限得出最终和
令 𝑁 → ∞，由于 lim𝑁→∞ arctan(2𝑁 + 1) = 𝜋

2，且 arctan 1 = 𝜋
4：

𝑆 = lim
𝑁→∞ 𝑆𝑁 =

𝜋
2
− 𝜋

4
=

𝜋
4

结论：这个充满离散平方数和超越函数的无限组合，最终完美收敛于几何常数 𝜋
4。 □
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