
高等数学 B 北京大学数学科学学院

广义积分和含参变量积分

秦加俊

2026 年 6 月 20 日

广义积分与含参变量积分历年真题特训

【命题通览】广义积分与含参变量积分部分的真题非常讲究“方法识别”。题目表面形式差别很
大，但核心套路大致可以归纳为四类：

端点奇性看比较，振荡积分看 Dirichlet/Abel，含参积分看一致收敛，计算型看求导或换元。

知识 0.1: 积分类真题路线图

题型 典型对象 优先方法

Gamma/Beta
型积分

∫ ∞

0
𝑥𝛼𝑒−𝑥 𝑑𝑥，

∫ 1

0
𝑥𝛼−1(1−

𝑥)𝛽−1 𝑑𝑥

直接识别 Gamma 函数、Beta 函
数。

端点奇性型瑕
积分

0、1、+∞或无穷多个点处有
奇性

分段比较。核心是局部等价：

sin 𝑥 ∼ 𝑥，sin 𝑥 ∼ 𝑥 − 𝑘𝜋。

振荡无穷积分
∫ ∞

𝑓 (𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥，∫ ∞
𝑓 (𝑥) cos𝜃(𝑥) 𝑑𝑥

Dirichlet判别法、Abel判别法、换
元后再判别。

含参变量积分
∫

𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 先证明一致收敛，再讨论连续、求

导、积分号下求导。

求和与积分交
换

∫ ∑
𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 或∑∫
𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

先问能不能交换；若能直接求和或

逐项积分。

这部分不要急着算，先判断：是奇性、振荡、含参，还是交换次序。

1



高等数学 B 北京大学数学科学学院

1 积分可积性判断

1.1 Gamma 函数与 Beta 函数型广义积分

知识 1.1: Gamma 函数与 Beta 函数速查表

Γ(𝛼) =
∫ ∞

0
𝑥𝛼−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥, 𝛼 > 0.

𝐵(𝑝, 𝑞) =
∫ 1

0
𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥, 𝑝 > 0, 𝑞 > 0.

二者关系为

𝐵(𝑝, 𝑞) = Γ(𝑝)Γ(𝑞)
Γ(𝑝 + 𝑞) .

常用值：

Γ
(1
2

)
=
√
𝜋, Γ

(3
2

)
=

1
2
√
𝜋,

Γ
(5
2

)
=

3
2
· 1

2
√
𝜋 =

3
√
𝜋

4
,

Γ
(7
2

)
=

5
2
· 3

2
· 1

2
√
𝜋 =

15
√
𝜋

8
.

例题 1.1: Gamma 与 Beta 函数基础计算（2022 年真题） 计算∫ +∞

0

√
𝑥3𝑒−𝑥 𝑑𝑥,

∫ 1

0

√
𝑥3

1 − 𝑥
𝑑𝑥.

解答. 第一题中 √
𝑥3 = 𝑥3/2.

因此 ∫ +∞

0

√
𝑥3𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =

∫ +∞

0
𝑥3/2𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = Γ

(5
2

)
.

所以 ∫ +∞

0

√
𝑥3𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =

3
√
𝜋

4
.

第二题中 √
𝑥3

1 − 𝑥
= 𝑥3/2(1 − 𝑥)−1/2.

将其写成 Beta 函数标准形式：

𝑥3/2 = 𝑥5/2−1 , (1 − 𝑥)−1/2 = (1 − 𝑥)1/2−1.

所以 ∫ 1

0

√
𝑥3

1 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝐵

(5
2
,
1
2

)
.
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由

𝐵
(5
2
,
1
2

)
=

Γ(5
2 )Γ(1

2 )
Γ(3)

得到

𝐵
(5
2
,
1
2

)
=

3
√
𝜋

4 · √𝜋
2

=
3𝜋
8
.

因此 ∫ 1

0

√
𝑥3

1 − 𝑥
𝑑𝑥 =

3𝜋
8
.

□

例题 1.2: Beta 函数计算瑕积分（2024 年真题） 计算∫ 1

0

√
𝑥5

1 − 𝑥
𝑑𝑥.

解答. 先化为标准 Beta 函数形式：√
𝑥5

1 − 𝑥
= 𝑥5/2(1 − 𝑥)−1/2.

注意

𝑥5/2 = 𝑥7/2−1 , (1 − 𝑥)−1/2 = (1 − 𝑥)1/2−1.

因此 ∫ 1

0

√
𝑥5

1 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝐵

(7
2
,
1
2

)
.

由 Beta-Gamma 关系，

𝐵
(7
2
,
1
2

)
=

Γ(7
2 )Γ(1

2 )
Γ(4) .

而

Γ
(7
2

)
=

15
√
𝜋

8
, Γ

(1
2

)
=
√
𝜋, Γ(4) = 3! = 6.

所以

𝐵
(7
2
,
1
2

)
=

15
√
𝜋

8 · √𝜋
6

=
15𝜋
48

=
5𝜋
16

.

因此 ∫ 1

0

√
𝑥5

1 − 𝑥
𝑑𝑥 =

5𝜋
16

.

□
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1.2 振荡型广义积分

知识 1.2: 振荡积分的两个基本判别思路

振荡型无穷积分最常用两种判别法：

方法 适用场景

Dirichlet 判别法 若 ����∫ 𝐴

𝑎
sin 𝑥 𝑑𝑥

���� 或
����∫ 𝐴

𝑎
cos 𝑥 𝑑𝑥

����
一致有界，且 𝑔(𝑥) 单调趋于 0，则∫ ∞

𝑎
𝑔(𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥

收敛。

Abel 判别法 若 ∫ ∞

𝑎
𝑔(𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥

已经收敛，而 ℎ(𝑥) 单调有界，则∫ ∞

𝑎
𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥

收敛。

Dirichlet 负责“振荡配趋零”，Abel 负责“已收敛配稳定扰动”。

例题 1.3: Dirichlet 与 Abel 判别法处理无穷积分（2023 年真题） 讨论无穷积分∫ +∞

1

sin 𝑥√
𝑥

arctan 𝑥 𝑑𝑥

的敛散性。

解答. 先考虑 ∫ +∞

1

sin 𝑥√
𝑥

𝑑𝑥.

因为
1√
𝑥
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在 [1,+∞) 上单调下降并趋于 0，且����∫ 𝐴

1
sin 𝑥 𝑑𝑥

���� = | cos 1 − cos𝐴| ≤ 2,

所以由 Dirichlet 判别法， ∫ +∞

1

sin 𝑥√
𝑥

𝑑𝑥

收敛。

再看额外因子

arctan 𝑥.

它在 [1,+∞) 上单调递增且有界：
0 < arctan 𝑥 <

𝜋
2
.

因此由 Abel 判别法， ∫ +∞

1

sin 𝑥√
𝑥

arctan 𝑥 𝑑𝑥

收敛。

注意它不是绝对收敛。因为

arctan 𝑥 → 𝜋
2
,

而 ∫ ∞

1

| sin 𝑥|√
𝑥

𝑑𝑥

发散，所以原积分为条件收敛型振荡积分。∫ +∞

1

sin 𝑥√
𝑥

arctan 𝑥 𝑑𝑥 收敛，但不是绝对收敛。

□

例题 1.4: 换元后使用 Dirichlet 判别法（2022 年真题） 设

𝜃(𝑥) =
∫ 𝑥

0

√
(𝑡 + 1)(𝑡 + 2)(𝑡 + 3) 𝑑𝑡.

证明广义积分 ∫ +∞

0
cos(𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥

收敛。

解答. 首先
𝜃′(𝑥) =

√
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3) > 0.

所以 𝜃 在 [0,+∞) 上严格递增。
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又因为

𝜃(𝑥) =
∫ 𝑥

0

√
(𝑡 + 1)(𝑡 + 2)(𝑡 + 3) 𝑑𝑡 → +∞ (𝑥 → +∞),

所以 𝜃 将 [0,+∞) 一一映到 [0,+∞)。
记其反函数为

𝑥 = 𝑠(𝑢).
令

𝑢 = 𝜃(𝑥),
则

𝑑𝑥 = 𝑠′(𝑢) 𝑑𝑢.
于是原积分化为 ∫ +∞

0
cos(𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 =

∫ +∞

0
cos 𝑢 · 𝑠′(𝑢) 𝑑𝑢.

由反函数求导公式，

𝑠′(𝑢) = 1
𝜃′(𝑠(𝑢)) =

1√(𝑠(𝑢) + 1)(𝑠(𝑢) + 2)(𝑠(𝑢) + 3)
.

因为 𝑠(𝑢) 单调递增且
𝑠(𝑢) → +∞ (𝑢 → +∞),

所以

𝑠′(𝑢) > 0, 𝑠′(𝑢) → 0.

并且由于分母 √
(𝑠(𝑢) + 1)(𝑠(𝑢) + 2)(𝑠(𝑢) + 3)

随 𝑢 增大而增大，因此 𝑠′(𝑢) 单调递减。
另一方面， ����∫ 𝐴

0
cos 𝑢 𝑑𝑢

���� = | sin𝐴| ≤ 1.

于是 cos 𝑢 的原函数有界，而 𝑠′(𝑢) 单调趋于 0。由 Dirichlet 判别法，∫ +∞

0
cos 𝑢 · 𝑠′(𝑢) 𝑑𝑢

收敛。

因此 ∫ +∞

0
cos(𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 收敛。

方法总结：这题的关键不是直接估计 cos(𝜃(𝑥))，而是利用
𝑢 = 𝜃(𝑥)

把相位变成标准振荡项 cos 𝑢。换元后多出来的因子

𝑠′(𝑢) = 1√(𝑠(𝑢) + 1)(𝑠(𝑢) + 2)(𝑠(𝑢) + 3)
正好单调趋于 0，于是可以直接套 Dirichlet 判别法。 □
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1.3 端点奇性与无穷多个奇点

例题 1.5: 含无穷多个瑕点的广义积分（2025 年真题） 判断广义积分∫ +∞

0

𝑑𝑥
(1 + 𝑥2)(sin2 𝑥)𝛼

(
0 < 𝛼 <

1
2

)
的敛散性。

解答. 本题的关键是：被积函数在所有

𝑥 = 𝑘𝜋, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

处都有奇性，因此不能只看 0 或 +∞，而要同时处理无穷多个瑕点。
先看 𝑥 = 0 附近。由于

sin 𝑥 ∼ 𝑥, 𝑥 → 0,

所以

(sin2 𝑥)𝛼 ∼ 𝑥2𝛼 .

又

1 + 𝑥2 ∼ 1,

因此被积函数在 0 附近等价于
1
𝑥2𝛼 .

因为

0 < 𝛼 <
1
2
,

所以

2𝛼 < 1,

从而 ∫ 𝛿

0

𝑑𝑥
𝑥2𝛼

收敛。因此 𝑥 = 0 附近的瑕积分收敛。
下面考虑 𝑥 = 𝑘𝜋 附近，其中 𝑘 ≥ 1。当 𝑥 → 𝑘𝜋 时，

sin 𝑥 ∼ (−1)𝑘(𝑥 − 𝑘𝜋),

所以

(sin2 𝑥)𝛼 ∼ |𝑥 − 𝑘𝜋|2𝛼 .
同时

1 + 𝑥2 ∼ 1 + (𝑘𝜋)2 ∼ 𝐶𝑘2.

因此在 𝑥 = 𝑘𝜋 附近，被积函数的主要形式为

𝐶
𝑘2|𝑥 − 𝑘𝜋|2𝛼 .
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由于

2𝛼 < 1,

所以每一个局部瑕积分 ∫ 𝑘𝜋+𝛿

𝑘𝜋−𝛿
𝑑𝑥

|𝑥 − 𝑘𝜋|2𝛼
都收敛。

还要注意：虽然每个瑕点附近都局部收敛，但瑕点有无穷多个，所以还必须检查这些局部

贡献加起来是否收敛。

对每个 𝑘 ≥ 1，考虑区间
[𝑘𝜋, (𝑘 + 1)𝜋].

在该区间上，有

1 + 𝑥2 ≥ 𝐶𝑘2.

并且 ∫ (𝑘+1)𝜋

𝑘𝜋

𝑑𝑥
| sin 𝑥|2𝛼 =

∫ 𝜋

0

𝑑𝑢
(sin 𝑢)2𝛼 .

由于 0 < 2𝛼 < 1，积分 ∫ 𝜋

0

𝑑𝑢
(sin 𝑢)2𝛼

收敛。

因此存在常数 𝐶 > 0，使得∫ (𝑘+1)𝜋

𝑘𝜋

𝑑𝑥
(1 + 𝑥2)(sin2 𝑥)𝛼 ≤ 𝐶

𝑘2 .

于是
∞∑
𝑘=1

∫ (𝑘+1)𝜋

𝑘𝜋

𝑑𝑥
(1 + 𝑥2)(sin2 𝑥)𝛼 ≤ 𝐶

∞∑
𝑘=1

1
𝑘2 .

右端收敛，所以从远处所有区间累加起来也收敛。

综上， ∫ +∞

0

𝑑𝑥
(1 + 𝑥2)(sin2 𝑥)𝛼 收敛。

方法总结：这类题的核心不是简单看无穷远，而是要识别出无穷多个瑕点：

𝑥 = 𝑘𝜋.

每个瑕点附近用

sin 𝑥 ∼ 𝑥 − 𝑘𝜋

判断局部可积性；再利用

1 + 𝑥2 ∼ 𝑘2

把每个周期区间的贡献压成
𝐶
𝑘2 ,

最后用
∑

1/𝑘2 收敛完成整体控制。 □
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2 一致收敛与分析运算的交换性

2.1 含参变量积分的一致收敛

知识 2.1: 含参变量广义积分的一致收敛判定套路

设

𝐼(𝑡) =
∫ +∞

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

判断其关于 𝑡 ∈ 𝐸 是否一致收敛，常用如下方法：

方法 使用场景

Weierstrass 判别法 若

| 𝑓 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑀(𝑥),
∫ ∞

𝑎
𝑀(𝑥) 𝑑𝑥 < ∞,

则一致收敛。

一致 Dirichlet 判别
法

振荡部分的原函数关于参数一致有界，另一因子关

于 𝑥 单调趋于 0。

一致 Abel 判别法 已知一个积分一致收敛，再乘上关于 𝑥 单调且关于

参数一致有界的因子。

尾积分准则 直接估计

sup
𝑡∈𝐸

����∫ ∞

𝐴
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

���� → 0.

这是判断“不一致收敛”或精确证明一致收敛的硬

办法。

例题 2.1: 含参无穷积分的一致收敛（2025 年真题） 讨论含参无穷积分∫ +∞

1
𝑡𝑒−𝑡𝑥 cos 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

在参数区间

0 ≤ 𝑡 < +∞
上的一致收敛性。

解答. 本题的关键是注意到积分下限是 1，因此不需要处理 𝑥 = 0 附近的奇性，只需要控制无穷
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远处的尾部。

对任意 𝑥 ≥ 1 与 𝑡 ≥ 0，有 ���𝑡𝑒−𝑡𝑥 cos 𝑥
𝑥

��� ≤ 𝑡𝑒−𝑡𝑥
𝑥

.

下面对右端关于 𝑡 取最大值。固定 𝑥 ≥ 1，考虑函数

𝜑(𝑡) = 𝑡𝑒−𝑡𝑥 , 𝑡 ≥ 0.

求导得

𝜑′(𝑡) = 𝑒−𝑡𝑥(1 − 𝑡𝑥).
所以最大值在

𝑡 =
1
𝑥

处取得，并且

max
𝑡≥0

𝑡𝑒−𝑡𝑥 =
1
𝑥
𝑒−1.

因此 ���𝑡𝑒−𝑡𝑥 cos 𝑥
𝑥

��� ≤ 1
𝑒𝑥2 .

而 ∫ +∞

1

𝑑𝑥
𝑒𝑥2 =

1
𝑒

收敛。

由 Weierstrass 判别法，含参无穷积分∫ +∞

1
𝑡𝑒−𝑡𝑥 cos 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

在

0 ≤ 𝑡 < +∞
上一致收敛。 ∫ +∞

1
𝑡𝑒−𝑡𝑥 cos 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 在[0,+∞) 上一致收敛。

方法总结：这题不用 Dirichlet，也不用 Abel。因为参数 𝑡 和指数衰减 𝑒−𝑡𝑥 结合后，有统一
估计

sup
𝑡≥0

𝑡𝑒−𝑡𝑥 =
1
𝑒𝑥

.

于是整个被积函数被压成
1
𝑒𝑥2 ,

直接用一致 Weierstrass 判别法即可。 □
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2.2 参数求导法计算积分

知识 2.2: 正常含参定积分中的交换顺序

正常含参定积分通常指

𝐹(𝑡) =
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥,

其中积分区间 [𝑎, 𝑏]有限，且被积函数没有瑕点。这类问题主要依靠连续性来保证交换顺
序。
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交换类型 典型形式 常用充分条件

极限与积分交换 设

𝐹(𝑡) =
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

希望有

lim
𝑡→𝑡0

𝐹(𝑡) =
∫ 𝑏

𝑎
lim
𝑡→𝑡0

𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

若 𝑓 (𝑥, 𝑡) 在矩形区域

[𝑎, 𝑏] × 𝐼

上连续，且 𝑡0 ∈ 𝐼，则

𝐹(𝑡) =
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

在 𝑡0 处连续，因此可交换极限与积

分。

有限区间上，连续性通常足够。

求导与积分交换 设

𝐹(𝑡) =
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

希望有

𝐹′(𝑡) =
∫ 𝑏

𝑎

𝜕 𝑓
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

若 𝑓 (𝑥, 𝑡) 以及
𝜕 𝑓
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡)

在矩形区域

[𝑎, 𝑏] × 𝐼

上连续，则

𝐹′(𝑡) =
∫ 𝑏

𝑎

𝜕 𝑓
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

有限区间上，求导看偏导连续。

积分与积分交换 设

𝐺(𝑡) =
∫ 𝛽

𝛼

(∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

)
𝑑𝑡.

希望有∫ 𝛽

𝛼

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

∫ 𝑏

𝑎

∫ 𝛽

𝛼
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑥.

若 𝑓 (𝑥, 𝑡) 在矩形区域

[𝑎, 𝑏] × [𝛼, 𝛽]

上连续，则二重积分可以交换次序：∫ 𝛽

𝛼

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

∫ 𝑏

𝑎

∫ 𝛽

𝛼
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑥.

矩形区域上连续，可交换积分次序。

因此，正常含参定积分可以记成：

正常定积分：区间有限、无瑕点，主要看连续性。

12
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知识 2.3: 含参广义积分中的交换顺序

含参广义积分通常有两类困难：一类是积分区间无穷，例如

𝐹(𝑡) =
∫ +∞

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥;

另一类是积分区间有限但存在瑕点，例如

𝐹(𝑡) =
∫ 1

0
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥,

其中 𝑥 = 0 是瑕点。此时仅有局部连续性不够，还必须检查无穷远处或瑕点附近的一致
收敛。

交换类型 典型形式 常用充分条件

极限与广义积分交换 设

𝐹(𝑡) =
∫ +∞

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

希望有

lim
𝑡→𝑡0

𝐹(𝑡) =
∫ +∞

𝑎
lim
𝑡→𝑡0

𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

若对每个有限 𝐴 > 𝑎， 𝑓 (𝑥, 𝑡) 在

[𝑎, 𝐴] × 𝐸

上关于 𝑡 连续，并且∫ +∞

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

关于 𝑡 ∈ 𝐸 一致收敛，则 𝐹(𝑡) 在 𝐸

上连续。

广义积分要检查尾部一致收敛。

求导与广义积分交换 设

𝐹(𝑡) =
∫ +∞

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

希望有

𝐹′(𝑡) =
∫ +∞

𝑎

𝜕 𝑓
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

若 ∫ +∞

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑡0) 𝑑𝑥

在某一点 𝑡0 ∈ 𝐸 收敛，且 𝑓 对 𝑡 可

导，并且∫ +∞

𝑎

𝜕 𝑓
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

关于 𝑡 ∈ 𝐸 一致收敛，则可在积分号

下求导：

𝐹′(𝑡) =
∫ +∞

𝑎

𝜕 𝑓
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

积分号下求导，看导函数积分一致收敛。

实际做题中，广义积分的一致收敛常用两种方法：

13
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| 𝑓 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑀(𝑥),
∫ +∞

𝑎
𝑀(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞

则由 Weierstrass 判别法可得一致收敛。
若找不到统一控制函数，则直接估计尾积分：

sup
𝑡∈𝐸

����∫ +∞

𝐴
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

���� → 0 (𝐴 → +∞).

因此，含参广义积分可以记成：

广义积分：局部看连续性，整体看尾部或瑕点的一致控制。

例如 ∫ +∞

0
𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =

1
1 + 𝑡2 , 𝑡 > 0.

虽然每个 𝑡 > 0 时积分都收敛，但当 𝑡 → 0+ 时，指数衰减在无穷远处逐渐失效。若直接
令 𝑡 = 0，则得到 ∫ +∞

0
sin 𝑥 𝑑𝑥,

它作为普通广义积分并不收敛。这说明广义积分中交换极限和积分时，真正危险的地方

往往是

无穷远处或瑕点附近的尾部失控。

例题 2.2: 含参无穷积分的一致收敛与显式计算（2022 年真题） 设 𝑛 为正整数。讨论

𝐽𝑛(𝑡) =
∫ +∞

0

𝑑𝑥
(𝑡 + 𝑥2)𝑛

在 𝑡 ∈ [𝑎,+∞) 上的一致收敛性，其中 𝑎 > 0，并求 𝐽𝑛(𝑡)。

解答. 先证明一致收敛。固定 𝑎 > 0，当 𝑡 ≥ 𝑎 时，

0 ≤ 1
(𝑡 + 𝑥2)𝑛 ≤ 1

(𝑎 + 𝑥2)𝑛 .
而 ∫ +∞

0

𝑑𝑥
(𝑎 + 𝑥2)𝑛

收敛。事实上，𝑥 → +∞ 时
1

(𝑎 + 𝑥2)𝑛 ∼ 1
𝑥2𝑛 ,

且 2𝑛 > 1。因此由 Weierstrass 判别法，𝐽𝑛(𝑡) 在 [𝑎,+∞) 上一致收敛。
下面计算 𝐽𝑛(𝑡)。
先算

𝐽1(𝑡) =
∫ +∞

0

𝑑𝑥
𝑡 + 𝑥2 .

14
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令

𝑥 =
√
𝑡 𝑢,

则

𝑑𝑥 =
√
𝑡 𝑑𝑢,

所以

𝐽1(𝑡) =
∫ +∞

0

√
𝑡 𝑑𝑢

𝑡(1 + 𝑢2) =
1√
𝑡

∫ +∞

0

𝑑𝑢
1 + 𝑢2 =

𝜋

2
√
𝑡
.

对 𝑛 ≥ 1，在任意闭区间 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ (0,+∞) 上，可在积分号下求导：

𝐽′𝑛(𝑡) =
∫ +∞

0

𝜕

𝜕𝑡

(
1

(𝑡 + 𝑥2)𝑛
)
𝑑𝑥 = −𝑛

∫ +∞

0

𝑑𝑥
(𝑡 + 𝑥2)𝑛+1 .

因此

𝐽𝑛+1(𝑡) = − 1
𝑛
𝐽′𝑛(𝑡).

由

𝐽1(𝑡) = 𝜋
2
𝑡−1/2

递推可得

𝐽𝑛(𝑡) = 𝜋
2𝑛

(2𝑛 − 3)!!
(𝑛 − 1)!

1
𝑡𝑛− 1

2
, 𝑛 ≥ 1.

其中约定 (−1)!! = 1。
因此

𝐽𝑛(𝑡) =
∫ +∞

0

𝑑𝑥
(𝑡 + 𝑥2)𝑛 =

𝜋(2𝑛 − 3)!!
2𝑛(𝑛 − 1)!

1
𝑡𝑛− 1

2
.

□

例题 2.3: Dirichlet 积分的含参计算（2023 年真题） 设

𝐼(𝑡) =
∫ +∞

0
𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥.

证明：

(1) 𝐼(𝑡) 关于 𝑡 ∈ [0,+∞) 一致收敛；

(2) 𝐼(𝑡) 在 (0,+∞) 上可导；

(3) 求 𝐼(𝑡)，并计算 ∫ +∞

0

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥.

解答. 先证明一致收敛。已知 ∫ +∞

0

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥

15
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收敛。并且对任意 𝑡 ≥ 0，
𝑒−𝑡𝑥

关于 𝑥 单调递减，且

0 ≤ 𝑒−𝑡𝑥 ≤ 1.

因此由一致 Abel 判别法， ∫ +∞

0
𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

关于 𝑡 ∈ [0,+∞) 一致收敛。
下面证明可导。任取闭区间

[𝑐, 𝑑] ⊂ (0,+∞).
对

𝑓 (𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥
𝑥

有
𝜕 𝑓
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) = −𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥.

并且当 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] 时， ��𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥
�� ≤ 𝑒−𝑐𝑥 .

由于 ∫ +∞

0
𝑒−𝑐𝑥 𝑑𝑥

收敛，所以导函数积分在 [𝑐, 𝑑] 上一致收敛。因此可在积分号下求导：

𝐼′(𝑡) = −
∫ +∞

0
𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥.

计算 ∫ +∞

0
𝑒−𝑡𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =

1
1 + 𝑡2 , 𝑡 > 0.

所以

𝐼′(𝑡) = − 1
1 + 𝑡2 .

积分得

𝐼(𝑡) = − arctan 𝑡 + 𝐶.

又因为

|𝐼(𝑡)| ≤
∫ +∞

0
𝑒−𝑡𝑥 𝑑𝑥 =

1
𝑡
, 𝑡 > 0,

所以

lim
𝑡→+∞ 𝐼(𝑡) = 0.

于是

0 = −𝜋
2
+ 𝐶,

即

𝐶 =
𝜋
2
.

16
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因此

𝐼(𝑡) = 𝜋
2
− arctan 𝑡 , 𝑡 > 0.

由一致收敛可知 𝐼(𝑡) 在 𝑡 = 0 处右连续，因此∫ +∞

0

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥 = 𝐼(0) = lim
𝑡→0+

𝐼(𝑡) = 𝜋
2
.

所以 ∫ +∞

0

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥 =
𝜋
2
.

□

例题 2.4: Gaussian 含参积分与微分方程法（2024 年真题） 设 𝑏 为实数。

(a) 证明含参变量无穷积分 ∫ +∞

0
𝑥𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥) 𝑑𝑥

在 𝑏 ∈ (−∞,+∞) 上一致收敛。

(b) 证明 ∫ +∞

0
𝑒−𝑥2 sin(2𝑏𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑒−𝑏2

∫ 𝑏

0
𝑒 𝑡

2
𝑑𝑡.

解答. (a) 因为对任意 𝑏 ∈ R， ���𝑥𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥)
��� ≤ 𝑥𝑒−𝑥2

.

而 ∫ +∞

0
𝑥𝑒−𝑥2

𝑑𝑥 =
1
2

收敛，所以由 Weierstrass 判别法，∫ +∞

0
𝑥𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥) 𝑑𝑥

在 𝑏 ∈ R 上一致收敛。

(b) 记

𝐹(𝑏) =
∫ +∞

0
𝑒−𝑥2 sin(2𝑏𝑥) 𝑑𝑥.

下面证明并计算 𝐹(𝑏)。
先说明可以在积分号下求导。对任意有限闭区间 𝑏 ∈ [−𝐵, 𝐵]，有���� 𝜕𝜕𝑏 (

𝑒−𝑥2 sin(2𝑏𝑥)
)���� = ���2𝑥𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥)

��� ≤ 2𝑥𝑒−𝑥2
.

由于 ∫ +∞

0
2𝑥𝑒−𝑥2

𝑑𝑥 = 1

17
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收敛，所以可在积分号下求导，得到

𝐹′(𝑏) =
∫ +∞

0
2𝑥𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥) 𝑑𝑥.

下面对右端积分作分部积分。注意

𝑑
𝑑𝑥

(
𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥)

)
= −2𝑥𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥) − 2𝑏𝑒−𝑥2 sin(2𝑏𝑥).

因此

2𝑥𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥) = − 𝑑
𝑑𝑥

(
𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥)

)
− 2𝑏𝑒−𝑥2 sin(2𝑏𝑥).

积分得

𝐹′(𝑏) = −
[
𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥)

]+∞
0

− 2𝑏𝐹(𝑏).
由于 [

𝑒−𝑥2 cos(2𝑏𝑥)
]+∞

0
= 0 − 1 = −1,

所以

𝐹′(𝑏) = 1 − 2𝑏𝐹(𝑏).
于是

𝐹′(𝑏) + 2𝑏𝐹(𝑏) = 1.

乘以积分因子 𝑒𝑏
2
： (

𝑒𝑏
2
𝐹(𝑏)

) ′
= 𝑒𝑏

2
.

又

𝐹(0) = 0,

故

𝑒𝑏
2
𝐹(𝑏) =

∫ 𝑏

0
𝑒 𝑡

2
𝑑𝑡.

因此

𝐹(𝑏) = 𝑒−𝑏2
∫ 𝑏

0
𝑒 𝑡

2
𝑑𝑡.

也就是说， ∫ +∞

0
𝑒−𝑥2 sin(2𝑏𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑒−𝑏2

∫ 𝑏

0
𝑒 𝑡

2
𝑑𝑡.

□

例题 2.5: 对数积分的参数求导法（2025 年真题） 求

𝐼(𝑎) =
∫ 𝜋

2

0
ln

(
𝑎2 sin2 𝑥 + cos2 𝑥

)
𝑑𝑥, 𝑎 ≠ 0.
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解答. 因为被积函数只含有 𝑎2，所以结果只与 |𝑎| 有关。令

𝑏 = |𝑎| > 0,

考虑

𝐹(𝑏) =
∫ 𝜋

2

0
ln

(
𝑏2 sin2 𝑥 + cos2 𝑥

)
𝑑𝑥.

对 𝑏 求导：

𝐹′(𝑏) =
∫ 𝜋

2

0

2𝑏 sin2 𝑥
𝑏2 sin2 𝑥 + cos2 𝑥

𝑑𝑥.

令

𝑢 = tan 𝑥, 𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

1 + 𝑢2 .

则

sin2 𝑥 =
𝑢2

1 + 𝑢2 , cos2 𝑥 =
1

1 + 𝑢2 .

于是

𝐹′(𝑏) =
∫ +∞

0

2𝑏𝑢2

(1 + 𝑢2)(1 + 𝑏2𝑢2) 𝑑𝑢.

使用分解
2𝑏𝑢2

(1 + 𝑢2)(1 + 𝑏2𝑢2) =
2𝑏

𝑏2 − 1

( 1
1 + 𝑢2 − 1

1 + 𝑏2𝑢2

)
可得

𝐹′(𝑏) = 2𝑏
𝑏2 − 1

(𝜋
2
− 𝜋

2𝑏

)
=

𝜋
𝑏 + 1

.

上式在 𝑏 = 1 处也由连续性成立。
因此

𝐹(𝑏) = 𝜋 ln(𝑏 + 1) + 𝐶.

由

𝐹(1) =
∫ 𝜋

2

0
ln 1 𝑑𝑥 = 0

得到

0 = 𝜋 ln 2 + 𝐶,

所以

𝐶 = −𝜋 ln 2.

故

𝐹(𝑏) = 𝜋 ln 𝑏 + 1
2

.

回到 𝑏 = |𝑎|，得到
𝐼(𝑎) = 𝜋 ln

1 + |𝑎|
2

.

□
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2.3 求和与积分交换

知识 2.4: 积分与无穷级数交换的条件

设
∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑥)

是定义在区间 𝐸 上的函数项级数。一般来说，∫
𝐸

∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

和
∞∑
𝑛=0

∫
𝐸
𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

不一定相等。若想交换积分与无穷求和，需要额外条件。

常用的充分条件如下：

方法 典型条件 结论

一致收敛型 若
∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑥)

在有限区间 [𝑎, 𝑏] 上一致收敛，
且每个 𝑢𝑛 可积。

则可以逐项积分：∫ 𝑏

𝑎

∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑
𝑛=0

∫ 𝑏

𝑎
𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥.

Weierstrass 控制型 若存在常数列 𝑀𝑛，使得

|𝑢𝑛(𝑥)| ≤ 𝑀𝑛 ,
∞∑
𝑛=0

𝑀𝑛 < +∞.

则 ∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑥)

一致绝对收敛，因此可以逐项积分。

绝对可积型 若

∞∑
𝑛=0

∫
𝐸
|𝑢𝑛(𝑥)| 𝑑𝑥 < +∞.

则积分与求和可以交换：∫
𝐸

∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑
𝑛=0

∫
𝐸
𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥.

这是无穷区间上最常用、最稳的条件。

非负项型 若

𝑢𝑛(𝑥) ≥ 0.
即使结果可能为 +∞，也有∫

𝐸

∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑
𝑛=0

∫
𝐸
𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥.

若一边有限，则另一边也有限且相等。

因此，遇到 ∫ ∑
和

∑∫
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时，不能默认二者相等。应先检查能否逐项积分，尤其在无穷区间上，要特别注意是否满

足
∞∑
𝑛=0

∫
𝐸
|𝑢𝑛(𝑥)| 𝑑𝑥 < +∞.

积分与无穷求和交换，本质上需要统一控制或绝对可积控制。

例题 2.6: 积分号内先求和与逐项积分的区别（2024 年真题） 设 𝐸 为实数。

(a) 求所有实数 𝐸，使得 ∫ +∞

0

∞∑
𝑛=0

(𝐸𝑥)𝑛
𝑛!

𝑒−𝑥 𝑑𝑥

收敛。

(b) 求所有实数 𝐸，使得
∞∑
𝑛=0

∫ +∞

0

(𝐸𝑥)𝑛
𝑛!

𝑒−𝑥 𝑑𝑥

收敛。

解答. (a) 先在积分号内求和：
∞∑
𝑛=0

(𝐸𝑥)𝑛
𝑛!

= 𝑒𝐸𝑥 .

因此 ∫ +∞

0

∞∑
𝑛=0

(𝐸𝑥)𝑛
𝑛!

𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =
∫ +∞

0
𝑒𝐸𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =

∫ +∞

0
𝑒(𝐸−1)𝑥 𝑑𝑥.

该无穷积分收敛当且仅当

𝐸 − 1 < 0,

即

𝐸 < 1.

(b) 逐项积分： ∫ +∞

0

(𝐸𝑥)𝑛
𝑛!

𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =
𝐸𝑛

𝑛!

∫ +∞

0
𝑥𝑛𝑒−𝑥 𝑑𝑥.

而 ∫ +∞

0
𝑥𝑛𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!.

所以 ∫ +∞

0

(𝐸𝑥)𝑛
𝑛!

𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = 𝐸𝑛 .

因此问题化为几何级数
∑∞

𝑛=0 𝐸
𝑛 的收敛性。它收敛当且仅当 |𝐸| < 1。所以

−1 < 𝐸 < 1.
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总结： ∫ ∑
与

∑∫
不是同一个问题。本题中二者给出的参数范围分别为

𝐸 < 1 和 |𝐸| < 1 .

问题出在了 𝐸 ≤ −1 时，绝对可积性被破坏了。 □

2.4 综合压轴：层蛋糕公式

例题 2.7: 由正项级数得到瑕积分：层蛋糕公式（2024 年真题） 设级数
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛

收敛，每项 𝑎𝑛 > 0。设
𝑇 = max{𝑎𝑛 : 𝑛 = 0, 1, 2, . . . }.

对于每个实数 𝑥 > 0，定义
𝐿(𝑥) = #{𝑛 : 𝑎𝑛 > 𝑥},

即序列 {𝑎𝑛} 中大于 𝑥 的项的个数。

证明：

(a) 0 是 𝐿(𝑥) 的瑕点；

(b) 瑕积分 ∫ 𝑇

0
𝐿(𝑥) 𝑑𝑥

收敛，并且 ∫ 𝑇

0
𝐿(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛 .

解答. 因为
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛

收敛且 𝑎𝑛 > 0，所以
𝑎𝑛 → 0.

因此当 𝑥 > 0 固定时，只有有限多个 𝑎𝑛 大于 𝑥，所以

𝐿(𝑥) < +∞.

但当

𝑥 → 0+
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时，满足 𝑎𝑛 > 𝑥 的项数会越来越多。由于正项级数有无穷多项，且 𝑎𝑛 → 0，函数 𝐿(𝑥) 在 0 附
近一般无界，因此 0 是该瑕积分的瑕点。
下面证明积分公式。

对每个 𝑛，有

𝑎𝑛 =
∫ 𝑇

0
1{0<𝑥<𝑎𝑛} 𝑑𝑥.

因为 𝑎𝑛 ≤ 𝑇，所以该等式显然成立。

于是
𝑁∑
𝑛=0

𝑎𝑛 =
𝑁∑
𝑛=0

∫ 𝑇

0
1{0<𝑥<𝑎𝑛} 𝑑𝑥.

有限求和与积分可以交换：
𝑁∑
𝑛=0

𝑎𝑛 =
∫ 𝑇

0

𝑁∑
𝑛=0

1{𝑎𝑛>𝑥} 𝑑𝑥.

令

𝐿𝑁 (𝑥) =
𝑁∑
𝑛=0

1{𝑎𝑛>𝑥}.

则

𝐿𝑁 (𝑥) ↑ 𝐿(𝑥) (𝑁 → ∞).
因此 ∫ 𝑇

0
𝐿𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑁∑
𝑛=0

𝑎𝑛 .

由于右端
𝑁∑
𝑛=0

𝑎𝑛

随 𝑁 增大并收敛到
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛 ,

所以左端也有有限极限。于是瑕积分 ∫ 𝑇

0
𝐿(𝑥) 𝑑𝑥

收敛，并且 ∫ 𝑇

0
𝐿(𝑥) 𝑑𝑥 = lim

𝑁→∞

∫ 𝑇

0
𝐿𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥 = lim

𝑁→∞

𝑁∑
𝑛=0

𝑎𝑛 =
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛 .

因此 ∫ 𝑇

0
𝐿(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛 .

□
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知识 2.5: 广义积分与含参积分收尾总结

看到的形式 第一反应∫ ∞

0
𝑥𝛼𝑒−𝑥 𝑑𝑥 Gamma 函数。∫ 1

0
𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥 Beta 函数，并检查 𝑝, 𝑞 > 0。

sin 𝑥, cos 𝑥 振荡到无穷
远

Dirichlet 或 Abel 判别法。

sin 𝑥 在无穷多个点为 0 每个 𝑘𝜋 附近局部比较，再对 𝑘 求和。∫
𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 问一致收

敛

优先找控制函数；不行就算尾积分的参数上确界。

要求求出含参积分 考虑对参数求导，得到微分方程或可积表达式。∫ ∑
与

∑∫
同时出

现

千万不要默认可以交换；分别计算，参数范围可

能不同。

#{𝑎𝑛 > 𝑥} 计数函数 想到层蛋糕公式：∫ 𝑇

0
𝐿(𝑥) 𝑑𝑥 =

∑
𝑎𝑛 .

广义积分考局部奇性，含参积分考一致控制，综合题考交换顺序。
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