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1 矩阵的中心化子

例题 1.1: 友阵的中心化子是其多项式 设 𝐶 ∈ F𝑛×𝑛 是首一多项式 𝑓 (𝜆) = 𝜆𝑛 +
𝑎𝑛−1𝜆𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝜆 + 𝑎0 的友矩阵（Companion matrix）。证明：矩阵 𝑋 与 𝐶 可交

换（即 𝑋𝐶 = 𝐶𝑋）的充要条件是 𝑋 可以表示为 𝐶 的多项式，即存在多项式 𝑔(𝜆) 使得
𝑋 = 𝑔(𝐶)。

例题 1.2: Sylvester 方程与特征值的关系 设矩阵 𝐴 ∈ C𝑚×𝑚 , 𝐵 ∈ C𝑛×𝑛。证明：矩阵方
程 𝐴𝑋 − 𝑋𝐵 = 𝑂 只有零解 𝑋 = 𝑂（其中 𝑋 ∈ C𝑚×𝑛）的充要条件是矩阵 𝐴 与 𝐵 没有公

共特征值。

例题 1.3: 分块对角阵的中心化子结构 设分块对角阵 𝐴 = diag(𝐴1 , 𝐴2 , . . . , 𝐴𝑘)，其中
𝐴𝑖 为 𝑛𝑖 阶方阵。假设对于任意的 𝑖 ≠ 𝑗，矩阵 𝐴𝑖 与 𝐴 𝑗 均没有公共特征值。证明：若矩

阵 𝑋 与 𝐴 可交换（即 𝑋𝐴 = 𝐴𝑋），则 𝑋 必定也是与 𝐴 具有相同划分的分块对角阵，即

𝑋 = diag(𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑘)，且对每个分块均满足 𝑋𝑖𝐴𝑖 = 𝐴𝑖𝑋𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘)。

2 线性空间

A1. 证明：数域 F上的线性空间𝑉(𝑉 ≠ {0})不能被它的有限个真子空间所覆盖，即设𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘

是 𝑉 的真子空间，则存在 𝛼 ∈ 𝑉，使得

𝛼 ∉ 𝑊1 ∪𝑊2 ∪ · · · ∪𝑊𝑘 .

A2. 设 𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 都是线性空间 𝑉 的真子空间，𝑉 ≠ {0}, 𝑘 ∈ N，证明：存在 𝑉 的基 𝐵，

使得 𝐵 ∩ (𝑊1 ∪𝑊2 ∪ · · · ∪𝑊𝑘) = ∅。

A3. 设𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 是 𝑛维线性空间 𝑉 的子空间，且 𝑚 < 𝑛。证明：如果对任意 𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)，
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成立 dim𝑊𝑖 ≤ 𝑚，则存在 𝑉 的子空间 𝑈，使得 dim𝑈 = 𝑛 − 𝑚，且对任意 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘，都有

𝑈 ∩𝑊𝑖 = {0}。

A4. 设 𝑉 是数域 F 上的有限维线性空间，𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 是 𝑉 的维数相同的子空间，证明：

𝑊1 ,𝑊2 , . . . ,𝑊𝑘 有公共的直和补，即存在 𝑉 的子空间𝑈，使得对 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 都有 𝑉 = 𝑊𝑖⊕𝑈。

A5. 类比于三个有限集的并的所含元素个数公式，猜想对于有限维线性空间 𝑉 的三个子空间

𝑊1 ,𝑊2 ,𝑊3，成立

dim(𝑊1 +𝑊2 +𝑊3) =dim𝑊1 + dim𝑊2 + dim𝑊3 − dim(𝑊1 ∩𝑊2) − dim(𝑊1 ∩𝑊3)
− dim(𝑊2 ∩𝑊3) + dim(𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3).

上面公式是否成立？成立时给出证明，不成立时举出反例。

A6. 设 F 和 K 都是数域，且 F ⊂ K，将 K 作为 F 上线性空间的维数记为 [K : F]。设 E 也是

数域，且 K ⊂ E。证明：如果 [E : K] < ∞ 且 [K : F] < ∞，那么 [E : F] = [E : K][K : F]。

A7. 证明：实数集 R 作为有理数域 Q 上的线性空间是无限维的。（提示：实数集 R 的势是不

可数无穷或者利用超越数。）

A8. 设 𝑊 是 F𝑛×𝑛 中所有形如 [𝐴, 𝐵], 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑛×𝑛 的矩阵所生成的子空间。证明：

(1) 𝑊 = {𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 | Tr(𝐴) = 0};
(2) dim𝑊 = 𝑛2 − 1.

A9. 设 𝛼1 , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛 和 𝛽1 , 𝛽2 , . . . , 𝛽𝑛 是 𝑛 维线性空间 𝑉 的两组基，1 ≤ 𝑚 < 𝑛，证明：存在

1, 2, . . . , 𝑛 的排列 𝑖1 , 𝑖2 , . . . , 𝑖𝑛，使得 𝛼1 , . . . , 𝛼𝑚 , 𝛽𝑖𝑚+1 , . . . , 𝛽𝑖𝑛 和 𝛽𝑖1 , . . . , 𝛽𝑖𝑚 , 𝛼𝑚+1 , . . . , 𝛼𝑛 仍

是 𝑉 的两组基。

A10. 设 𝑉 是有限维实线性空间，对任意 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉，𝑉 中连接 𝛼 和 𝛽 的线段定义为

𝐿(𝛼, 𝛽) = {𝑡𝛼 + (1 − 𝑡)𝛽 | 0 ≤ 𝑡 ≤ 1}.
设 𝑊 是 𝑉 的真子空间，对任意 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉 −𝑊，如果 𝐿(𝛼, 𝛽) ∩𝑊 = ∅，则记 𝛼 ≡ 𝛽。(1) 证明：
如果 dim𝑊 = dim𝑉 − 1，则 ≡ 为集合 𝑉 −𝑊 中的等价关系，且商集合 (𝑉 −𝑊)/≡ 为二元集；
(2) 如果不要求 dim𝑊 = dim𝑉 − 1，那么 ≡ 是否还是集合 𝑉 −𝑊 中的等价关系？说明理由。
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