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重积分讲义

秦加俊

2026 年 3 月 14 日

知识 0.1: 重积分换元公式

【坐标系变换与雅可比行列式】

◦ 一般变量代换 (雅可比行列式)：∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∬

𝐷′
𝑓 (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣))

����𝜕(𝑥, 𝑦)𝜕(𝑢, 𝑣)
���� 𝑑𝑢𝑑𝑣

◦ 极坐标变换 (𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃)
微元替换：𝑑𝑥𝑑𝑦 −→ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃∬

𝐷
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
𝐷′

𝑓 (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sin𝜃)𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

◦ 柱坐标变换 (𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃, 𝑧 = 𝑧)
微元替换：𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 −→ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧∭

Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∭
Ω′

𝑓 (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sin𝜃, 𝑧)𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧

◦ 球坐标变换 (𝑥 = 𝑟 sin 𝜑 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜑 sin𝜃, 𝑧 = 𝑟 cos 𝜑)
微元替换：𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 −→ 𝑟2 sin 𝜑 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑∭

Ω
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∭
Ω′

𝑓 (𝑥(𝑟, 𝜑, 𝜃), . . . )𝑟2 sin 𝜑 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑

知识 0.2: 重积分（二重、三重）的一般计算步骤

重积分的核心计算思想是：“化重积分为累次积分（单积分的嵌套）”。无论是二重还是三
重积分，按如下四步走：

Step 1. 画图确定积分区域
画出积分区域 𝐷（二维）或 Ω（三维）的草图，并求出边界交点。如果不画图

直接硬算，极易在定限时出错。

Step 2. 选择坐标系
观察积分区域的形状和被积函数的结构。
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◦ 若区域含圆/扇形，或含有 𝑥2 + 𝑦2，可选用极坐标（切记面积微元多乘一个
𝑟：𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃）。

◦ 若区域为旋转体，选用柱坐标；若含球体或 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2，选用球坐标（体积
微元多乘 𝑟2 sin 𝜑）。

◦ 一般换元，这种区域特点很明显。

Step 3. 确定积分顺序
画一条平行于某坐标轴的射线穿过区域。

◦ 内层积分：射线的“穿入点”是下限，“穿出点”是上限（通常是变量的函数）。
◦ 外层积分：将区域投影到某条轴或某个面上，投影的极值就是外层积分的常
数上下限。

Step 4. 由内向外，逐层积分
计算内层积分时，将外层变量视为常数。若发现某一层“积不出”（如 𝑒𝑥

2
），立

刻返回 Step 3 交换积分次序，也可能要回到 Step 2 换元，引入坐标变换积分微
元多出来的函数。

注意奇偶对称性对于积分计算的简化

1 二重积分

1.1 关注一下奇对称性

例题 1.1: 区域切割 计算二重积分
∬

𝐷 𝑥 ln(𝑦+√
1 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 𝐷 是曲线 𝑦 = 4−𝑥2，

直线 𝑦 = −3𝑥 及直线 𝑥 = 1 围成的位于直线 𝑥 = 1 左边的部分。
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𝑥

𝑦

𝑦 = 4 − 𝑥2

𝑦 = −3𝑥

𝑥 = 1
𝑦 = 3𝑥𝑦 = −3𝑥

𝑂

(−1, 3) (1, 3)

(1,−3)

𝐷1

𝐷2

D1: 关于 𝑦 轴左右对称

积分为 0 (被积函数对 𝑥 为奇函数)

D2: 关于 𝑥 轴上下对称

积分为 0 (被积函数对 𝑦 为奇函数)

解答. 观察被积函数天生的“双重奇性”，并通过几何辅助线切割区域，各自相消。
第一步：挖掘被积函数的双重奇性

令被积函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 ln(𝑦 +√
1 + 𝑦2)，它同时具备：

◦ 关于 x 是奇函数： 𝑓 (−𝑥, 𝑦) = −𝑥 ln(𝑦 +√
1 + 𝑦2) = − 𝑓 (𝑥, 𝑦)

◦ 关于 y 是奇函数： 𝑓 (𝑥,−𝑦) = 𝑥 ln(−𝑦 +√
1 + 𝑦2) = 𝑥 ln 1

𝑦+
√

1+𝑦2
= − 𝑓 (𝑥, 𝑦)

第二步：引入辅助线，分割区域
联立边界方程 4 − 𝑥2 = −3𝑥，解得交点 𝑥 = −1 和 𝑥 = 4。由题意知积分区间为 𝑥 ∈ [−1, 1]，原
区域 𝐷 的上下界为：−3𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 4 − 𝑥2。

为了分别利用 𝑥 和 𝑦 的奇偶性，我们引入辅助线 y = 3x，将原区域 𝐷 切割为 𝐷1 和 𝐷2 两

个部分：

𝐼 =
∬

𝐷1

𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +
∬

𝐷2

𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

第三步：分别利用对称性清零
结论：

𝐼 = 0 + 0 = 0

□
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例题 1.2: 对称区域切割 如果设 𝐷 = {(𝑥, 𝑦)| − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑥3 ≤ 𝑦 ≤ 1}，𝐷1 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤
𝑥 ≤ 1, 𝑥3 ≤ 𝑦 ≤ 1}，则 ∬

𝐷(𝑥3 sin 𝑦 + 𝑦3 cos 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦 = （ ）。

A. 2
∬

𝐷1
𝑦3 cos 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 B. 2

∬
𝐷1

𝑥3 sin 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 C. 4
∬

𝐷1
(𝑥3 sin 𝑦 + 𝑦3 cos 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦 D. 0

𝑥

𝑦

𝑦 = 𝑥3
𝑦 = 1

𝑦 = |𝑥|3

𝑂

(1, 1)(−1, 1)

(−1,−1)

𝐷

𝐷

D3: 左右对称 (关于 𝑦 轴)
奇函数部分 𝑥3 sin 𝑦 积分为 0

偶函数部分化为右半区 (𝐷1) 的两倍

D4: 上下对称 (关于 𝑥 轴)
被积函数对 𝑦 全为奇函数

整体积分直接化为 0

解答. 正确答案选 A。
面对 𝐷 这个非对称区域，我们可以借鉴上一题的思路：引入几何辅助线，将区域切割成几

个“对称区域”，分别利用奇偶性。
结论：

𝐼 = 0 + 2
∬

𝐷1

𝑦3 cos 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦

□

1.2 常规计算

例题 1.3: 二重积分的基础计算 计算二重积分：𝐼 =
∬

𝐷 |𝑥− 𝑦2|𝑑𝑥𝑑𝑦。其中，平面区域 𝐷

满足 0 ≤ 𝑥 ≤ 1，0 ≤ 𝑦 ≤ 1。

解析：本题带有绝对值，核心思路是“按正负拆分积分区域”。令 𝑥 − 𝑦2 = 0，即 𝑥 = 𝑦2。

这条抛物线将正方形区域 𝐷 划分成了两部分：

◦ 𝐷1: 𝑥 ≥ 𝑦2（此时 𝑥 − 𝑦2 ≥ 0）

◦ 𝐷2: 𝑥 ≤ 𝑦2（此时 𝑥 − 𝑦2 ≤ 0）

解答. 为了计算方便，我们选择“先 𝑥 后 𝑦”（即 𝑌-型区域）的积分顺序：

𝐼 =
∬

𝐷1

(𝑥 − 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +
∬

𝐷2

(𝑦2 − 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∫ 1

0
𝑑𝑦

∫ 1

𝑦2
(𝑥 − 𝑦2) 𝑑𝑥 +

∫ 1

0
𝑑𝑦

∫ 𝑦2

0
(𝑦2 − 𝑥) 𝑑𝑥
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分别计算内层积分：∫ 1

𝑦2
(𝑥 − 𝑦2) 𝑑𝑥 =

[1
2
𝑥2 − 𝑦2𝑥

]1

𝑦2
=

(1
2
− 𝑦2

)
−

(1
2
𝑦4 − 𝑦4

)
=

1
2
− 𝑦2 + 1

2
𝑦4

∫ 𝑦2

0
(𝑦2 − 𝑥) 𝑑𝑥 =

[
𝑦2𝑥 − 1

2
𝑥2

] 𝑦2

0
= 𝑦4 − 1

2
𝑦4 =

1
2
𝑦4

代入外层积分：

𝐼 =
∫ 1

0

(1
2
− 𝑦2 + 𝑦4

)
𝑑𝑦

=
[1
2
𝑦 − 1

3
𝑦3 + 1

5
𝑦5

]1

0

=
1
2
− 1

3
+ 1

5
=

15 − 10 + 6
30

=
11
30

□

例题 1.4: 利用积分区域对称性 计算
∬

𝐷(𝑥2+𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 𝐷是由直线 𝑦 = 𝑥，𝑦 = 𝑥+𝑎，
𝑦 = 𝑎，𝑦 = 3𝑎(𝑎 > 0) 所围成的区域。

解答.【解法一：看作 Y 型区域】
积分区间为 𝑦 ∈ [𝑎, 3𝑎]。将二重积分化为先对 𝑥、后对 𝑦 的累次积分：

𝐼 =
∫ 3𝑎

𝑎
𝑑𝑦

∫ 𝑦

𝑦−𝑎
(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥

先计算内层关于 𝑥 的定积分（将 𝑦 视为常数）：∫ 𝑦

𝑦−𝑎
(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥 =

[1
3
𝑥3 + 𝑥𝑦2

] 𝑦
𝑦−𝑎

=
(1
3
𝑦3 + 𝑦3

)
−

[1
3
(𝑦 − 𝑎)3 + (𝑦 − 𝑎)𝑦2

]
=

4
3
𝑦3 −

[1
3
(𝑦3 − 3𝑦2𝑎 + 3𝑦𝑎2 − 𝑎3) + 𝑦3 − 𝑎𝑦2

]
=

4
3
𝑦3 −

(4
3
𝑦3 − 2𝑎𝑦2 + 𝑎2𝑦 − 1

3
𝑎3

)
= 2𝑎𝑦2 − 𝑎2𝑦 + 1

3
𝑎3

将内层结果代入外层关于 𝑦 的积分：

𝐼 =
∫ 3𝑎

𝑎

(
2𝑎𝑦2 − 𝑎2𝑦 + 1

3
𝑎3

)
𝑑𝑦

=
[2
3
𝑎𝑦3 − 1

2
𝑎2𝑦2 + 1

3
𝑎3𝑦

]3𝑎

𝑎

代入上下限：

◦ 上限 3𝑎: 2
3 𝑎(27𝑎3) − 1

2 𝑎
2(9𝑎2) + 1

3 𝑎
3(3𝑎) = 18𝑎4 − 9

2 𝑎
4 + 𝑎4 = 29

2 𝑎4
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◦ 下限 𝑎: 2
3 𝑎

4 − 1
2 𝑎

4 + 1
3 𝑎

4 = 1
2 𝑎

4

两式相减得到最终结果：

𝐼 =
29
2
𝑎4 − 1

2
𝑎4 = 14𝑎4

【解法二：用换元把平行四边形拉回到长方形】
令 𝑢 = 𝑦 − 𝑥, 𝑣 = 𝑦，则积分区域变为矩形 𝐷′ : 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑎, 𝑎 ≤ 𝑣 ≤ 3𝑎。逆变换为

𝑥 = 𝑣 − 𝑢, 𝑦 = 𝑣。计算雅可比行列式：

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)
𝜕(𝑢, 𝑣) =

�����−1 1
0 1

����� = −1 =⇒ |𝐽 | = 1

将被积函数化为新变量：𝑥2 + 𝑦2 = (𝑣 − 𝑢)2 + 𝑣2 = 2𝑣2 − 2𝑢𝑣 + 𝑢2。代入换元公式：

𝐼 =
∬

𝐷′
(2𝑣2 − 2𝑢𝑣 + 𝑢2)|𝐽 | 𝑑𝑢𝑑𝑣

=
∫ 3𝑎

𝑎
𝑑𝑣

∫ 𝑎

0
(2𝑣2 − 2𝑢𝑣 + 𝑢2) 𝑑𝑢

=
∫ 3𝑎

𝑎

[
2𝑣2𝑢 − 𝑣𝑢2 + 1

3
𝑢3

] 𝑎
0
𝑑𝑣

=
∫ 3𝑎

𝑎

(
2𝑎𝑣2 − 𝑎2𝑣 + 1

3
𝑎3

)
𝑑𝑣

=
[2
3
𝑎𝑣3 − 1

2
𝑎2𝑣2 + 1

3
𝑎3𝑣

]3𝑎

𝑎

代入上下限计算：

上限3𝑎 : 2
3
𝑎(27𝑎3) − 1

2
𝑎2(9𝑎2) + 1

3
𝑎3(3𝑎) = 18𝑎4 − 9

2
𝑎4 + 𝑎4 =

29
2
𝑎4

下限𝑎 : 2
3
𝑎4 − 1

2
𝑎4 + 1

3
𝑎4 =

1
2
𝑎4

相减得到最终结果：𝐼 = 29
2 𝑎4 − 1

2 𝑎
4 = 14𝑎4。 □

例题 1.5: 曲线围成区域的重积分计算（变量代换法） 计算 𝐼 =
∬

𝐷 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 𝐷 是由

曲线
√

𝑥
𝑎 +

√
𝑦
𝑏 = 1 及 𝑥 轴和 𝑦 轴围成，其中 𝑎 > 0, 𝑏 > 0。

𝑥

𝑦

√
𝑥
𝑎 +

√
𝑦
𝑏 = 1

𝑎

𝑏

𝑂

𝐷

6
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解答.【解法一：常规做法】
如果不换元，我们可以直接在直角坐标系下将其视为 𝑋-型区域进行积分。
第一步：化简边界方程并定限

由曲线方程
√

𝑥
𝑎 +

√
𝑦
𝑏 = 1，分离出 𝑦：√

𝑦
𝑏
= 1 −

√
𝑥
𝑎

=⇒ 𝑦 = 𝑏

(
1 −

√
𝑥
𝑎

)2

显然，积分区域 𝐷 在 𝑥 轴上的投影区间为 [0, 𝑎]。对于任意给定的 𝑥 ∈ [0, 𝑎]，纵向穿线的下限
为 𝑦 = 0，上限为 𝑦 = 𝑏

(
1 −√

𝑥
𝑎

)2
。于是，二重积分化为累次积分：

𝐼 =
∫ 𝑎

0
𝑑𝑥

∫ 𝑏
(
1−√ 𝑥

𝑎

)2

0
𝑦 𝑑𝑦

第二步：计算内层关于 𝑦 的积分

∫ 𝑏
(
1−√ 𝑥

𝑎

)2

0
𝑦 𝑑𝑦 =

[1
2
𝑦2

] 𝑏 (1−√ 𝑥
𝑎

)2

0
=

1
2
𝑏2

(
1 −

√
𝑥
𝑎

)4

这计算量有点大了，其实一开始就不该这么做，通过观察应该能发现，先对 x 积分显然更
方便。

【解法一：Y 型区域】 视角选取极其关键！如果将其看作 X 型区域（先 𝑦 后 𝑥），代入上

限后会产生 4 次方展开式，极易算错；但如果将其看作 Y 型区域（先 𝑥 后 𝑦），因为被积函数

没有 𝑥，积分后仅仅产生 2 次方，计算量大幅骤减！
第一步：化简边界方程并定限

由曲线方程
√

𝑥
𝑎 +

√
𝑦
𝑏 = 1，反解出 𝑥：√

𝑥
𝑎
= 1 −

√
𝑦
𝑏

=⇒ 𝑥 = 𝑎

(
1 −

√
𝑦
𝑏

)2

积分区域 𝐷 在 𝑦 轴上的投影区间为 [0, 𝑏]。对于任意给定的 𝑦 ∈ [0, 𝑏]，横向穿线的下限为 𝑥 = 0，

上限为 𝑥 = 𝑎

(
1 −

√
𝑦
𝑏

)2

。于是，二重积分化为先对 𝑥、后对 𝑦 的累次积分：

𝐼 =
∫ 𝑏

0
𝑑𝑦

∫ 𝑎

(
1−

√
𝑦
𝑏

)2

0
𝑦 𝑑𝑥

第二步：计算内层关于 𝑥 的积分
因为内层是对 𝑥 积分，𝑦 视为常数，直接积出一个 𝑥 即可：

∫ 𝑎

(
1−

√
𝑦
𝑏

)2

0
𝑦 𝑑𝑥 = 𝑦 · [𝑥] 𝑎 (1−√

𝑦
𝑏

)2

0 = 𝑎𝑦

(
1 −

√
𝑦
𝑏

)2

第三步：计算外层关于 𝑦 的积分（直接展开）
将内层结果代入外层。由于括号外自带一个 𝑦，且括号内只是一个完全平方，我们可以极其轻

7
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松地将其展开成幂函数相加的形式：

𝐼 =
∫ 𝑏

0
𝑎𝑦

(
1 − 2

√
𝑦
𝑏
+ 𝑦

𝑏

)
𝑑𝑦

= 𝑎
∫ 𝑏

0

(
𝑦 − 2√

𝑏
𝑦

3
2 + 1

𝑏
𝑦2

)
𝑑𝑦

= 𝑎

[
1
2
𝑦2 − 2√

𝑏
· 2

5
𝑦

5
2 + 1

𝑏
· 1

3
𝑦3

] 𝑏
0

代入上限 𝑏（下限代入全为 0）：

𝐼 = 𝑎
(1
2
𝑏2 − 4

5
𝑏2 + 1

3
𝑏2

)
= 𝑎𝑏2

(15 − 24 + 10
30

)
=

𝑎𝑏2

30
结论：在考场上，这种通过切换积分次序来规避高次幂展开的技巧，往往能救大命！
【解法二：采用变量替换可以将区域化为标准三角形】
第一步：引入变量代换化简区域

令 𝑢 =
√

𝑥
𝑎 , 𝑣 =

√
𝑦
𝑏。则原边界方程化为了标准直线 𝑢 + 𝑣 = 1。由于 𝑥, 𝑦 均在第一象限，新区

域变为了 𝑢𝑣 平面上的一个直角三角形 𝐷′ : 𝑢 + 𝑣 ≤ 1, 𝑢 ≥ 0, 𝑣 ≥ 0。由代换公式可知原变量为
𝑥 = 𝑎𝑢2 , 𝑦 = 𝑏𝑣2。

第二步：计算雅可比行列式

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)
𝜕(𝑢, 𝑣) =

�����2𝑎𝑢 0
0 2𝑏𝑣

����� = 4𝑎𝑏𝑢𝑣

由于在第一象限 𝑢 > 0, 𝑣 > 0，雅可比行列式的绝对值 |𝐽 | = 4𝑎𝑏𝑢𝑣。因此面积微元 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

4𝑎𝑏𝑢𝑣 𝑑𝑢𝑑𝑣。
第三步：在新区域上进行积分

将被积函数 𝑦 = 𝑏𝑣2 和面积微元一同代入，并对三角形区域 𝐷′ 穿线定限（先 𝑣 后 𝑢）：

𝐼 =
∬

𝐷′
(𝑏𝑣2) · (4𝑎𝑏𝑢𝑣) 𝑑𝑢𝑑𝑣

= 4𝑎𝑏2
∬

𝐷′
𝑢𝑣3 𝑑𝑢𝑑𝑣

= 4𝑎𝑏2
∫ 1

0
𝑑𝑢

∫ 1−𝑢

0
𝑢𝑣3 𝑑𝑣

通过观察，这里仍然是先 𝑢 后 𝑣 更合适。

第三步：在新区域上进行积分（先 𝑢 后 𝑣 极其简便）
为了避免高次幂展开，我们选择先对 𝑢 积分、后对 𝑣 积分：

𝐼 = 4𝑎𝑏2
∫ 1

0
𝑑𝑣

∫ 1−𝑣

0
𝑢𝑣3 𝑑𝑢

先计算内层关于 𝑢 的定积分（将 𝑣 视为常数）：∫ 1−𝑣

0
𝑢𝑣3 𝑑𝑢 = 𝑣3

[1
2
𝑢2

]1−𝑣

0
=

1
2
𝑣3(1 − 𝑣)2

8
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第四步：计算外层的一元定积分
将内层结果代回外层积分：

𝐼 = 4𝑎𝑏2
∫ 1

0

1
2
𝑣3(1 − 𝑣)2 𝑑𝑣 = 2𝑎𝑏2

∫ 1

0
𝑣3(1 − 𝑣)2 𝑑𝑣

此时，括号内仅仅是一个完全平方，直接将其展开，计算极其轻松：

𝐼 = 2𝑎𝑏2
∫ 1

0
𝑣3(1 − 2𝑣 + 𝑣2) 𝑑𝑣

= 2𝑎𝑏2
∫ 1

0
(𝑣3 − 2𝑣4 + 𝑣5) 𝑑𝑣

= 2𝑎𝑏2
[1
4
𝑣4 − 2

5
𝑣5 + 1

6
𝑣6

]1

0

= 2𝑎𝑏2
(1
4
− 2

5
+ 1

6

)
通分计算括号内的值（公分母为 60）：

𝐼 = 2𝑎𝑏2
(15 − 24 + 10

60

)
= 2𝑎𝑏2

( 1
60

)
=

𝑎𝑏2

30
【教学小结】这道题在换元后，再次向我们展示了“选择合适积分次序”的威力。先 𝑢 后 𝑣

只需展开 2 次方，而先 𝑣 后 𝑢 则需要展开 4 次方。做重积分时，“多看一眼，少算一半”！

【解法三：坐标变换拉成扇形】
面对方程

√
𝑥
𝑎 +

√
𝑦
𝑏 = 1，如果我们想将其化为一个标准的“扇形（圆面）”区域，就需要凑

出 𝑢2 + 𝑣2 = 1 的形式。
第一步：非线性换元，将区域化为单位圆的四分之一

令
√

𝑥
𝑎 = 𝑢2，

√
𝑦
𝑏 = 𝑣2。这等价于作变量代换：𝑥 = 𝑎𝑢4，𝑦 = 𝑏𝑣4 (𝑢 ≥ 0, 𝑣 ≥ 0)。在此变换下，

原边界变成了 𝑢2 + 𝑣2 = 1。因此，积分区域被完美映射为 𝑢𝑣 平面内第一象限的四分之一单位

圆盘 𝐷𝑢𝑣 : 𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1, 𝑢 ≥ 0, 𝑣 ≥ 0。
第二步：计算雅可比行列式

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)
𝜕(𝑢, 𝑣) =

�����4𝑎𝑢3 0
0 4𝑏𝑣3

����� = 16𝑎𝑏𝑢3𝑣3

因为 𝑢, 𝑣 在第一象限，所以面积微元 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 16𝑎𝑏𝑢3𝑣3 𝑑𝑢𝑑𝑣。

第三步：在 𝑢𝑣 平面上引入极坐标系
将被积函数 𝑦 = 𝑏𝑣4 和微元代入二重积分：

𝐼 =
∬

𝐷𝑢𝑣

(𝑏𝑣4) · (16𝑎𝑏𝑢3𝑣3) 𝑑𝑢𝑑𝑣 = 16𝑎𝑏2
∬

𝐷𝑢𝑣

𝑢3𝑣7 𝑑𝑢𝑑𝑣

既然区域 𝐷𝑢𝑣 是标准的四分之一圆，我们果断使用极坐标：令 𝑢 = 𝑟 cos𝜃，𝑣 = 𝑟 sin𝜃。定限为

0 ≤ 𝑟 ≤ 1，0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2。微元 𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃。

𝐼 = 16𝑎𝑏2
∫ 𝜋

2

0
𝑑𝜃

∫ 1

0
(𝑟 cos𝜃)3(𝑟 sin𝜃)7𝑟 𝑑𝑟

= 16𝑎𝑏2

(∫ 𝜋
2

0
cos3 𝜃 sin7 𝜃 𝑑𝜃

) (∫ 1

0
𝑟11 𝑑𝑟

)
9
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第四步：分离变量，分别积分
关于 𝑟 的积分极其简单： ∫ 1

0
𝑟11 𝑑𝑟 =

1
12

关于 𝜃 的三角积分，将 cos3 𝜃 拆出一个 cos𝜃 凑微分：∫ 𝜋
2

0
cos2 𝜃 sin7 𝜃(cos𝜃 𝑑𝜃) =

∫ 𝜋
2

0
(1 − sin2 𝜃) sin7 𝜃 𝑑(sin𝜃)

=
[1
8

sin8 𝜃 − 1
10

sin10 𝜃
] 𝜋

2

0
=

1
8
− 1

10
=

1
40

这个方法这里计算略复杂了。

将两部分结果乘起来：

𝐼 = 16𝑎𝑏2 · 1
40

· 1
12

=
16𝑎𝑏2

480
=

𝑎𝑏2

30

【教学小结】从“常规做法”到“三角形区域”，再到这种“圆形区域”，一道题三种解法，
完美地向我们展示了重积分的核心思想——被积函数与积分区域的相互妥协。只要代换找得准，
哪怕是再扭曲的边界，也能被我们“盘”成最舒服的形状！

□

1.3 极坐标与参数方程

例题 1.6: 极坐标与直角坐标的转换 累次积分
∫ 𝜋

2
0 𝑑𝜃

∫ cos𝜃
0 𝑟 𝑓 (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sin𝜃)𝑑𝑟 等于

（ ）。

A.
∫ 1

0 𝑑𝑦
∫ √

𝑦−𝑦2

0 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
B.

∫ 1
0 𝑑𝑦

∫ √
1−𝑦2

0 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
C.

∫ 1
0 𝑑𝑥

∫ 1
0 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

D.
∫ 1

0 𝑑𝑥
∫ √

𝑥−𝑥2

0 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

解答. 正确答案选 D。
本题考察极坐标系与直角坐标系的区域转换。由给定的二次积分可知，积分区域为：0 ≤ 𝜃 ≤

𝜋
2 , 0 ≤ 𝑟 ≤ cos𝜃。将极坐标边界 𝑟 = cos𝜃 两边同乘 𝑟，得到 𝑟2 = 𝑟 cos𝜃，转换为直角坐标方程
即为：

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥 =⇒
(
𝑥 − 1

2

)2
+ 𝑦2 =

1
4

这表明区域 𝐷 是一个圆心在 (1/2, 0)、半径为 1/2 的圆。又因为 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2，说明区域位于第一

象限（上半圆）。所以直角坐标系下的区域为：𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ √
𝑥 − 𝑥2}。

对照选项，将其写为先对 𝑦 积分、后对 𝑥 积分的累次积分形式，显然 D 选项的定限完全
吻合。 □

10
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例题 1.7: 参数方程定限 计算
∬

𝐷 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 𝐷 是由 𝐿 :

𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)
𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡)

(0 ≤ 𝑡 ≤

2𝜋) 与 𝑥 轴围成的区域。

𝑥

𝑦

𝑂 2𝜋𝑎

2𝑎

𝜋𝑎

𝐷

𝐿 :

𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)
𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡)

这里我课上讲错了，摆线图像是左右对称的。

解析：通过画图，得知积分区域为 𝑋 型区域，先计算内部积分，然后算外层积分时都转化

到以参数 𝑡 为变元，这是参数方程的特性决定的，因为你没发写出 𝑦 关于 𝑥 的函数，只能借助

参变量。

解答. 积分区域 𝐷 的顶端是摆线 𝑦 = 𝑦(𝑥)，底部是 𝑥 轴。对于给定的 𝑥，上限是摆线的纵坐标

𝑦，下限是 0。我们先将其写为关于 𝑥, 𝑦 的二次积分：

𝐼 =
∫ 2𝜋𝑎

0
𝑑𝑥

∫ 𝑦(𝑥)

0
𝑦 𝑑𝑦 =

∫ 2𝜋𝑎

0

1
2
𝑦2(𝑥) 𝑑𝑥

利用参数方程换元，将对 𝑥 的积分全部转化为对参数 𝑡 的积分。已知 𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)，则微元
𝑑𝑥 = 𝑎(1 − cos 𝑡)𝑑𝑡。当 𝑥 从 0 变到 2𝜋𝑎 时，参数 𝑡 对应的从 0 变到 2𝜋。

𝐼 =
1
2

∫ 2𝜋

0
[𝑎(1 − cos 𝑡)]2 · 𝑎(1 − cos 𝑡) 𝑑𝑡

=
𝑎3

2

∫ 2𝜋

0
(1 − cos 𝑡)3 𝑑𝑡

展开被积函数：(1 − cos 𝑡)3 = 1 − 3 cos 𝑡 + 3 cos2 𝑡 − cos3 𝑡。根据三角函数在周期 [0, 2𝜋] 上的积
分性质，奇数次方的余弦项积分全为 0：∫ 2𝜋

0
cos 𝑡 𝑑𝑡 = 0,

∫ 2𝜋

0
cos3 𝑡 𝑑𝑡 = 0

剩下两项的积分为：∫ 2𝜋

0
1 𝑑𝑡 = 2𝜋, 3

∫ 2𝜋

0
cos2 𝑡 𝑑𝑡 = 3

∫ 2𝜋

0

1 + cos 2𝑡
2

𝑑𝑡 = 3𝜋

所以：𝐼 = 𝑎3

2 (2𝜋 + 3𝜋) = 5𝜋𝑎3

2 。 □

2 三重积分

11
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例题 2.1: 三重积分的三种坐标系穿线法 已知 Ω是由 𝑥2+𝑦2 = 4，𝑧 = 0以及 𝑧 = 𝑥2+𝑦2

所围成的立体。如果将 𝐼 =
∭

Ω 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣 分别化成直角坐标以及柱面坐标的三次积分
时，它们分别为：

𝐼 =

以及 𝐼 = 。

解析：本题是一道非常纯粹的“穿线定限”基本功训练题。积分区域 Ω 下方是 𝑥𝑦 平面

（𝑧 = 0），上方是旋转抛物面 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2，外围是圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 4。

解答. 1. 化为直角坐标系（先 𝑧 后 𝑥, 𝑦）：区域 Ω 在 𝑥𝑦 平面上的投影 𝐷𝑥𝑦 是圆 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4。
在这个圆内穿线，对 𝐷𝑥𝑦 采用 𝑋-型区域定限：−2 ≤ 𝑥 ≤ 2，−√4 − 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ √

4 − 𝑥2。对于任

意投影点 (𝑥, 𝑦)，竖直穿过立体的射线从 𝑧 = 0 穿入，从 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 穿出。所以直角坐标下的

三次积分为：

𝐼 =
∫ 2

−2
𝑑𝑥

∫ √
4−𝑥2

−√4−𝑥2
𝑑𝑦

∫ 𝑥2+𝑦2

0
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧

2. 化为柱面坐标系：在柱面坐标下，𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2。投影区域 𝐷𝑥𝑦 变为：0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋，
0 ≤ 𝑟 ≤ 2。𝑧 的上下限直接替换为 𝑟 的表达式：0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑟2。注意体积微元要乘上雅可比因子 𝑟，

即 𝑑𝑣 = 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧。所以柱坐标下的三次积分为：

𝐼 =
∫ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫ 2

0
𝑑𝑟

∫ 𝑟2

0
𝑓 (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sin𝜃, 𝑧)𝑟 𝑑𝑧

□

例题 2.2: 柱面坐标系计算三重积分 计算 𝐼 =
∭

Ω 𝑧(𝑥2+𝑦2)𝑑𝑣，其中 Ω是由 𝑧 = 𝑥2+𝑦2

和 𝑧 =
√

2 − 𝑥2 − 𝑦2 所围成的立体。

解析：看到 𝑥2 + 𝑦2 以及旋转体特征，果断选用柱坐标系。

解答. 首先求曲面交线以确定投影区域。联立抛物面 𝑧 = 𝑟2 与球面 𝑧 =
√

2 − 𝑟2：

𝑟2 =
√

2 − 𝑟2 =⇒ 𝑟4 + 𝑟2 − 2 = 0 =⇒ (𝑟2 − 1)(𝑟2 + 2) = 0

因为 𝑟 ≥ 0，解得 𝑟 = 1。即投影区域 𝐷𝑥𝑦 为 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋，0 ≤ 𝑟 ≤ 1。穿线定限：下方曲面为抛
物面 𝑧 = 𝑟2，上方曲面为球面 𝑧 =

√
2 − 𝑟2。

𝐼 =
∭

Ω
𝑧𝑟2 · 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 =

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫ 1

0
𝑟3 𝑑𝑟

∫ √
2−𝑟2

𝑟2
𝑧 𝑑𝑧

= 2𝜋
∫ 1

0
𝑟3

[1
2
𝑧2

]√2−𝑟2

𝑟2
𝑑𝑟

= 𝜋

∫ 1

0
𝑟3 ((2 − 𝑟2) − 𝑟4) 𝑑𝑟 = 𝜋

∫ 1

0
(2𝑟3 − 𝑟5 − 𝑟7) 𝑑𝑟

= 𝜋
(2
4
− 1

6
− 1

8

)
= 𝜋

(12 − 4 − 3
24

)
=

5𝜋
24

12
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□

例题 2.3: 求空间区域体积 求球体 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2 和圆柱体 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎𝑥(𝑎 > 0) 的公
共部分所成空间区域的体积 𝑉。

解析：这是经典的求圆柱与球体公共部分体积的问题。

解答. 根据对称性，立体关于 𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥三个坐标平面均不对称，但关于 𝑧 = 0面和 𝑦 = 0面是对
称的。我们可以只算第一卦限（𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0）的体积，然后乘 4。在第一卦限，圆柱的投影区域 𝐷为：

圆 𝑟 = 𝑎 cos𝜃在第一象限的部分（0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2）。上方曲面为球面 𝑧 =
√
𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 =

√
𝑎2 − 𝑟2。

𝑉 = 4
∬

𝐷

√
𝑎2 − 𝑟2 · 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

= 4
∫ 𝜋/2

0
𝑑𝜃

∫ 𝑎 cos𝜃

0
𝑟
√
𝑎2 − 𝑟2 𝑑𝑟

计算内层积分（凑微分 𝑑(𝑎2 − 𝑟2) = −2𝑟𝑑𝑟）：∫ 𝑎 cos𝜃

0
𝑟(𝑎2 − 𝑟2)1/2 𝑑𝑟 = −1

3
[(𝑎2 − 𝑟2)3/2] 𝑎 cos𝜃

0 = −1
3
(𝑎3 sin3 𝜃 − 𝑎3) = 𝑎3

3
(1 − sin3 𝜃)

代入外层积分：

𝑉 =
4𝑎3

3

∫ 𝜋/2

0
(1 − sin3 𝜃) 𝑑𝜃

=
4𝑎3

3

(
𝜋
2
−

∫ 𝜋/2

0
(1 − cos2 𝜃) sin𝜃 𝑑𝜃

)
=

4𝑎3

3

(
𝜋
2
−

[
− cos𝜃 + 1

3
cos3 𝜃

]𝜋/2

0

)
=

4𝑎3

3

(𝜋
2
− 2

3

)
=

2𝜋
3
𝑎3 − 8

9
𝑎3

□

例题 2.4: 球坐标系计算三重积分 计算积分
∭

Ω( 𝑥𝑎 +
𝑦
𝑏 + 𝑧

𝑐 )2𝑑𝑣，Ω : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2。

解析：这题通过对称性的观察可以大大减轻计算量。

解答. 将被积函数展开：

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑐2 + 2𝑥𝑦
𝑎𝑏

+ 2𝑦𝑧
𝑏𝑐

+ 2𝑧𝑥
𝑐𝑎

积分区域 Ω 是圆心在原点的球体，关于三个坐标平面完全对称。因此所有关于单变量的奇函数

（如 𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥）的积分全为 0。原积分退化为：

𝐼 =
∭

Ω

(
𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑐2

)
𝑑𝑣

13
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进一步利用球体的轮换对称性，有
∭

𝑥2𝑑𝑣 =
∭

𝑦2𝑑𝑣 =
∭

𝑧2𝑑𝑣。因此：∭
Ω
𝑥2𝑑𝑣 =

1
3

∭
Ω
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑣

利用球坐标系计算右侧积分：∭
Ω
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑣 =

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫ 𝜋

0
sin 𝜑𝑑𝜑

∫ 𝑅

0
𝜌2 · 𝜌2𝑑𝜌 = 2𝜋 · 2 · 𝑅

5

5
=

4𝜋𝑅5

5

所以
∭

𝑥2𝑑𝑣 = 4𝜋𝑅5

15 。代回原式提取公因式：

𝐼 =
( 1
𝑎2 + 1

𝑏2 + 1
𝑐2

) 4𝜋𝑅5

15

□

例题 2.5: 长方体区域的三重积分 计算三重积分：𝐼 =
∭

Ω
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

(1+𝑥2+𝑦2+𝑧2)2。
其中 Ω : 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1。

这道题不太常规，看积分区域，理应用欧氏坐标，但是这样内层积分，得到的过于复杂。∫
1

(1 + 𝑥2)2 𝑑𝑥 =
𝑥

2(1 + 𝑥2) +
1
2

arctan 𝑥 + 𝐶

如果直接在直角坐标系下积分，第一步就会产生极其复杂的反正切函数（arctan），后续几
乎无从下手。破题的核心在于打破常规：面对正方体区域，强行使用柱坐标系！利用柱坐标多
出来的面积微元 𝑟 凑微分，将产生反三角函数的风险扼杀在摇篮里。

解答. 第一步：引入柱坐标系与对称性定限
积分区域为正方体 Ω : 0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 1。其在 𝑥𝑦 平面的投影为正方形 𝐷 : 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1。
在柱坐标系下，𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃，体积微元 𝑑𝑣 = 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧。由于投影区域 𝐷 以及被积函

数均关于直线 𝑦 = 𝑥（即 𝜃 = 𝜋/4）对称，我们可以只计算 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/4 的下半个三角形区域，
并将结果乘以 2。在该下半三角形内，右侧边界为直线 𝑥 = 1，即 𝑟 cos𝜃 = 1 =⇒ 𝑟 = sec𝜃。所
以原三重积分化为：

𝐼 = 2
∫ 𝜋

4

0
𝑑𝜃

∫ 1

0
𝑑𝑧

∫ sec𝜃

0

𝑟
(1 + 𝑟2 + 𝑧2)2 𝑑𝑟

第二步：内层积分（通过换元引入有理函数）
对于内层关于 𝑟 的积分，得益于柱坐标微元提供的 𝑟，我们可以使用换元法（凑微分）：令
𝑢 = 1 + 𝑧2 + 𝑟2，则 𝑑𝑢 = 2𝑟𝑑𝑟。∫ sec𝜃

0

𝑟
(1 + 𝑧2 + 𝑟2)2 𝑑𝑟 =

[
− 1

2(1 + 𝑧2 + 𝑟2)
] sec𝜃

0
=

1
2(1 + 𝑧2) −

1
2(1 + 𝑧2 + sec2 𝜃)

【核心眼光】看到了吗？通过换元引入 𝑟，完美避开了直角坐标系下会产生的 arctan，极大地简
化了后续计算，这正是本题破局的阵眼！

14
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将内层结果代入，得到：

𝐼 =
∫ 𝜋

4

0
𝑑𝜃

∫ 1

0

( 1
1 + 𝑧2 − 1

1 + 𝑧2 + sec2 𝜃

)
𝑑𝑧 ≜ 𝐼1 − 𝐼2

对于第一部分 𝐼1，变量完全分离，可直接写出答案：

𝐼1 =

(∫ 𝜋
4

0
1 𝑑𝜃

) (∫ 1

0

1
1 + 𝑧2 𝑑𝑧

)
=

𝜋
4
· [arctan 𝑧]10 =

𝜋
4
· 𝜋

4
=

𝜋2

16

第三步：利用对称性
对于第二部分，被积函数中含有 sec2 𝜃，这强烈暗示我们对 𝑧 进行正切换元！

𝐼2 =
∫ 𝜋

4

0
𝑑𝜃

∫ 1

0

1
1 + sec2 𝜃 + 𝑧2 𝑑𝑧 =

∫ 𝜋
4

0
𝑑𝜃

∫ 1

0

1
2 + tan2 𝜃 + 𝑧2 𝑑𝑧

令 𝑧 = tan 𝑡，则 𝑑𝑧 = sec2 𝑡 𝑑𝑡。当 𝑧 = 0 时 𝑡 = 0，当 𝑧 = 1 时 𝑡 = 𝜋/4。代入得到：

𝐼2 =
∫ 𝜋

4

0

∫ 𝜋
4

0

sec2 𝑡
2 + tan2 𝜃 + tan2 𝑡

𝑑𝑡𝑑𝜃

【见证奇迹的时刻】观察这个二重积分，它的积分区域 [0,𝜋/4]×[0,𝜋/4]和分母 2+tan2 𝜃+tan2 𝑡

关于变量 𝜃 和 𝑡 是完全对称的！因此，如果我们交换积分变量 𝜃 和 𝑡，积分值保持不变：

𝐼2 =
∫ 𝜋

4

0

∫ 𝜋
4

0

sec2 𝜃

2 + tan2 𝜃 + tan2 𝑡
𝑑𝑡𝑑𝜃

将两式相加：

2𝐼2 =
∫ 𝜋

4

0

∫ 𝜋
4

0

sec2 𝑡 + sec2 𝜃

2 + tan2 𝜃 + tan2 𝑡
𝑑𝑡𝑑𝜃

=
∫ 𝜋

4

0

∫ 𝜋
4

0

(1 + tan2 𝑡) + (1 + tan2 𝜃)
2 + tan2 𝜃 + tan2 𝑡

𝑑𝑡𝑑𝜃

=
∫ 𝜋

4

0

∫ 𝜋
4

0
1 𝑑𝑡𝑑𝜃 =

𝜋
4
· 𝜋

4
=

𝜋2

16

所以 𝐼2 = 𝜋2

32。

结论：

𝐼 = 𝐼1 − 𝐼2 =
𝜋2

16
− 𝜋2

32
=

𝜋2

32
□

这道题第三步想法过于巧妙。

3 物理应用

例题 3.1: 重积分物理应用：求质心 在均匀半圆形薄板下接一个宽与直径相同的长方形

的均匀薄板，要求质心在圆心处，求圆半径与长方形的高之比。

解析：本题考察质心计算公式与力矩平衡的物理思想。
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解答. 设圆半径为 𝑅，长方形高为 ℎ。建立平面直角坐标系，将半圆心置于原点 (0, 0)。整个区
域 𝐷 由上半平面的半圆 𝐷1 和下半平面的长方形 𝐷2 组成。由于图形关于 𝑦 轴对称，整个物体

的质心横坐标 𝑥̄ = 0。题目要求整体质心在圆心，即 𝑦̄ = 0。根据组合图形质心公式（或静力矩
公式）：

𝑆1 𝑦̄1 + 𝑆2 𝑦̄2 = 0

◦ 半圆部分 D1：面积 𝑆1 = 1
2𝜋𝑅

2。静力矩 𝑀𝑥1 =
∬

𝐷1
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫ 𝜋

0 𝑑𝜃
∫ 𝑅

0 𝑟 sin𝜃 · 𝑟𝑑𝑟 =

[− cos𝜃]𝜋0 · 1
3𝑅

3 = 2
3𝑅

3。其质心 𝑦̄1 = 𝑀𝑥1
𝑆1

= 4𝑅
3𝜋。

◦ 长方形部分 D2：宽度为直径 2𝑅，高为 ℎ。由于它在 𝑦 轴下方，面积 𝑆2 = 2𝑅ℎ，由对称性

知其质心在几何中心，即 𝑦̄2 = − ℎ
2。

代入力矩平衡方程： (1
2
𝜋𝑅2

) (
4𝑅
3𝜋

)
+ (2𝑅ℎ)

(
− ℎ

2

)
= 0 =⇒ 2

3
𝑅3 − 𝑅ℎ2 = 0

消去 𝑅（𝑅 ≠ 0），得到 ℎ2 = 2
3𝑅

2。因此，圆半径与长方形高之比为：

𝑅
ℎ
=

√
3
2
=

√
6

2

□

例题 3.2: 重积分物理应用：求引力 求半径为 𝑅，半顶角为 𝛼，密度为 𝜌0 的均匀球锥

体对顶点处单位质点的引力。

解析：这是三重积分最经典的物理应用题之一——求引力，注意利用对称性，直接得到这
个合力的方向，在积分时对每个微元的力直接投影到这个方向上。

解答. 为了方便定限，以顶点为坐标原点，建立球坐标系，使球锥体的对称轴落在 𝑧 轴正半轴

上。积分区域 Ω的极坐标表示为：0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋，0 ≤ 𝜑 ≤ 𝛼，0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅。由于体密度 𝜌0 是均匀的，

根据对称性，除了 𝑧 轴方向的引力外，另外两个方向的引力分量相互抵消（即 𝐹𝑥 = 0, 𝐹𝑦 = 0）。
在球内任取微元 𝑑𝑣，其质量为 𝑑𝑚 = 𝜌0𝑑𝑣。它对原点处单位质量的质点产生的引力大小为

𝑑𝐹 = 𝐺 𝑑𝑚
𝑟2 。该力在 𝑧 轴上的投影（分量）为 𝑑𝐹𝑧 = 𝐺 𝜌0𝑑𝑣

𝑟2 cos 𝜑。运用球坐标进行三重积分计算
总引力 𝐹𝑧：

𝐹𝑧 =
∭

Ω
𝐺𝜌0

cos 𝜑
𝑟2 (𝑟2 sin 𝜑 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜃)

= 𝐺𝜌0

∫ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫ 𝛼

0
sin 𝜑 cos 𝜑 𝑑𝜑

∫ 𝑅

0
𝑑𝑟

= 𝐺𝜌0(2𝜋)
(1
2

sin2 𝛼
)
(𝑅)

= 𝜋𝐺𝜌0𝑅 sin2 𝛼

结论：该球锥体对顶点处单位质点的引力大小为 𝜋𝐺𝜌0𝑅 sin2 𝛼，方向沿对称轴指向物体内部。 □
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