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2026 年 4 月 11 日

例题 0.1: 全微分的巧妙配凑 求微分方程 sin 𝑥 sin 2𝑦 𝑑𝑥 − 2 cos 𝑥 cos 2𝑦 𝑑𝑦 = 0 的通解。

【解析】这道题是一道极其经典的微分方程求解题。
大家还没有学到常微分方程，但是现在知识就已经可以去理解这个式子在说什么了，左边

就是第二型曲线积分，然后这个积分为 0，那它一定是沿着一个特别的路径积分为 0，这条路径
画出来就是一个曲线，也就是方程的解。

我们把原函数找到，自然原函数在这条路径上就始终为常值，所以这一题是在考察你凑微

分。

解答. 将原方程各项凑微分：已知 sin 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑑(cos 𝑥)，且 2 cos 2𝑦 𝑑𝑦 = 𝑑(sin 2𝑦)。代入原方程
得到：

− sin 2𝑦 𝑑(cos 𝑥) − cos 𝑥 𝑑(sin 2𝑦) = 0

提取负号，利用乘积的微分公式 𝑑(𝑢𝑣) = 𝑢 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑢：

−[ sin 2𝑦 𝑑(cos 𝑥) + cos 𝑥 𝑑(sin 2𝑦)] = 0

即：

𝑑(cos 𝑥 sin 2𝑦) = 0

两边同时积分，得到通解：

cos 𝑥 sin 2𝑦 = 𝐶

（其中 𝐶 为任意常数） □

我原以为曲线曲面积分和常微分方程毫无关系，居然还是有点关系的。

1 三维空间中的曲线积分

例题 1.1: 斯托克斯公式与直接线积分 已知 Σ为曲面 4𝑥2+𝑦2+𝑧 = 1(𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0)
的上侧，𝐿 为 Σ 的边界曲线，其正向与 Σ 的正法向量满足右手法则，计算曲线积分

𝐼 =
∮
𝐿
(𝑦𝑧2 − cos 𝑧)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑧2𝑑𝑦 + (2𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 sin 𝑧)𝑑𝑧
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𝑥

𝑦

𝑧

𝐿1 (椭圆弧)

𝐿2 (抛物线)
𝐿3 (抛物线)

n (上侧)

Σ

0.5
1

1

𝑂

【解析】本题要求计算封闭曲线上的空间积分，条件给出了“曲面及其边界”，并且明确了“右手
法则”，这是非常典型的斯托克斯公式（Stokes’ Theorem）的信号。通过计算向量场的旋度转
化为曲面积分即可。

这道题三个曲线积分都正好在降一维的平面上，直接计算曲线积分其实很好算。

解答.【解法一：直接算】
边界曲线 𝐿 位于第一卦限，由三段分别在坐标平面上的曲线段组成。根据右手法则，沿着 𝐿 的

方向依次为：

(1) 𝐿1（位于 𝑥𝑦 平面）：从 (1/2, 0, 0) 到 (0, 1, 0)。此时 𝑧 = 0 =⇒ 𝑑𝑧 = 0。代入积分式，被积
函数仅剩 𝑃 𝑑𝑥 = − cos 0 𝑑𝑥 = −𝑑𝑥。∫

𝐿1

−𝑑𝑥 = −(0 − 1/2) = 1/2

(2) 𝐿2（位于 𝑦𝑧 平面）：从 (0, 1, 0) 到 (0, 0, 1)。此时 𝑥 = 0 =⇒ 𝑑𝑥 = 0。代入积分式，被积函
数全部清零（𝑄 𝑑𝑦 = 0 且 𝑅 𝑑𝑧 = 0）。 ∫

𝐿2

0 = 0

(3) 𝐿3（位于 𝑧𝑥 平面）：从 (0, 0, 1) 到 (1/2, 0, 0)。此时 𝑦 = 0 =⇒ 𝑑𝑦 = 0。代入积分式：∫
𝐿3

− cos 𝑧 𝑑𝑥 + 𝑥 sin 𝑧 𝑑𝑧 =
∫
𝐿3

𝑑(−𝑥 cos 𝑧) = [−𝑥 cos 𝑧](1/2,0,0)
(0,0,1) =

(
−1

2
· 1
)
− 0 = −1

2

三段相加即可得到最终结果：

𝐼 =
1
2
+ 0 − 1

2
= 0

【解法二：利用斯托克斯公式】
设 F = (𝑦𝑧2 − cos 𝑧, 2𝑥𝑧2 , 2𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 sin 𝑧)。计算其旋度：

∇ × F =

��������
i j k
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑦𝑧2 − cos 𝑧 2𝑥𝑧2 2𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 sin 𝑧

�������� = (−2𝑥𝑧, 0, 𝑧2)
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由于 Σ 取上侧，将曲面方程写为 𝑧 = 1− 4𝑥2 − 𝑦2，面积法向量微元为 𝑑S = (−𝑧𝑥 ,−𝑧𝑦 , 1)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

(8𝑥, 2𝑦, 1)𝑑𝑥𝑑𝑦。投影区域 𝐷𝑥𝑦 为 4𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 在第一象限的部分。

𝐼 =
∬

Σ
(∇ × F) · 𝑑S =

∬
𝐷𝑥𝑦

(−16𝑥2𝑧 + 𝑧2) 𝑑𝑥𝑑𝑦

将 𝑧 = 1 − 4𝑥2 − 𝑦2 代入后积分，多项式展开计算即可验证 𝐼 = 0。 □

例题 1.2: 空间开口曲线的补线构造与斯托克斯公式 计算曲线积分
∫
𝐿 𝑦 𝑑𝑥+ 𝑧 𝑑𝑦+ 𝑥 𝑑𝑧，

其中 𝐿 是曲线 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, 𝑥 + 𝑧 = 1, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0 从点 (1, 0, 0) 到 (0, 0, 1)。

𝑥

𝑦

𝑧

平面 𝑥 + 𝑧 = 1

𝐷𝑥𝑦

Σ′ 𝐿 (原交线)
𝐿′ (补线)

(1, 0, 0)

(0, 0, 1)

𝑂

【评述】这是一道极其经典的“开口曲线求积分”问题。题干给出的路径是空间球面与平面的交
线，参数方程表达式并不容易写（一般先在平面上写好圆的方程，再空间旋转过来，太麻烦）。

破题的核心在于“补线闭合”：既然起点和终点都在 𝑦 = 0 的平面上，我们只需用一条直线
段把它们连起来，强行凑成一个封闭回路！

这样就能借用斯托克斯公式，将问题化为一个简单的曲线积分计算和一个简单的曲面积分

计算。

解答. 第一步：补线凑封闭回路
增加一条从终点 (0, 0, 1) 直达起点 (1, 0, 0) 的直线段 𝐿′。注意 𝐿′ 完全落在 𝑦 = 0 的坐标平面上，
且满足方程 𝑥 + 𝑧 = 1。在 𝐿′ 上，由于 𝑦 = 0 =⇒ 𝑑𝑦 = 0，且 𝑧 = 1 − 𝑥 =⇒ 𝑑𝑧 = −𝑑𝑥。在此
补线上的积分为： ∫

𝐿′
𝑦 𝑑𝑥 + 𝑧 𝑑𝑦 + 𝑥 𝑑𝑧 =

∫ 1

0
𝑥(−𝑑𝑥) =

[
−1

2
𝑥2
]1

0
= −1

2

3
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第二步：应用斯托克斯公式
设封闭曲线 𝐿∪ 𝐿′ 围成的平面区域为 Σ，它完全位于平面 𝑥 + 𝑧 = 1 上。向量场 F = (𝑦, 𝑧, 𝑥) 的
旋度为：

∇ × F =

��������
i j k
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑦 𝑧 𝑥

�������� = (−1,−1,−1)

平面 𝑧 = 1−𝑥的上侧法向量微元（符合从 𝑥轴走向 𝑧轴的右手法则方向）为 𝑑S = (−𝑧𝑥 ,−𝑧𝑦 , 1)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

(1, 0, 1)𝑑𝑥𝑑𝑦。斯托克斯公式的曲面积分为：∬
Σ
(∇ × F) · 𝑑S =

∬
𝐷𝑥𝑦

(−1,−1,−1) · (1, 0, 1) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∬

𝐷𝑥𝑦

−2 𝑑𝑥𝑑𝑦

第三步：计算投影区域面积
投影区域 𝐷𝑥𝑦 是空间交线在 𝑥𝑦 平面的投影。联立方程消去 𝑧：

𝑥2 + 𝑦2 + (1 − 𝑥)2 = 1 =⇒ 2𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 = 0 =⇒ 2
(
𝑥 − 1

2

)2
+ 𝑦2 =

1
2

化为标准椭圆方程：(𝑥−1/2)2
(1/2)2 + 𝑦2

(1/√2)2 = 1。由于题设限定 𝑦 ≥ 0，投影区域 𝐷𝑥𝑦 实际上是一个半

椭圆。半椭圆的面积为 𝑆𝐷 = 1
2𝜋𝑎𝑏 = 1

2𝜋
( 1

2
) ( 1√

2

)
=

√
2𝜋
8 。所以，回路的闭合积分为：∬

Σ
−2 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −2 ×

√
2𝜋
8

= −
√

2𝜋
4

第四步：得出原积分
根据闭合回路积分的可加性

∫
𝐿 +

∫
𝐿′ =

∬
Σ，我们有：∫

𝐿
=
∬

Σ
−
∫
𝐿′
= −

√
2𝜋
4

−
(
−1

2

)
=

1
2
−

√
2𝜋
4

□

例题 1.3: 空间闭曲线的斯托克斯公式与方向判定 求力 ®𝐹 = 𝑦®𝑖 + 𝑧®𝑗 + 𝑥 ®𝑘 沿有向闭曲线
Γ 所做的功，其中 Γ 为平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 被三个坐标面所截成的三角形的整个边界，从
𝑧 轴正向看去，沿顺时针方向。

【解析】看到“力沿闭合曲线做功”，第一反应是斯托克斯公式。
由于恰好都是平面曲线，直接计算也不复杂。

本题唯一的“陷阱”在于方向的判定：题目要求“从 𝑧 轴正向看去顺时针”，根据右手法则，

这意味着如果使用斯托克斯公式，曲面的法向量必须指向下方（背离 𝑧 轴正半轴）。

解答. 第一步：计算向量场的旋度
力场 ®𝐹 = (𝑦, 𝑧, 𝑥) 的旋度为：

∇ × ®𝐹 =

��������
i j k
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑦 𝑧 𝑥

�������� = (−1,−1,−1)
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第二步：确定积分曲面与法向量
积分曲面 Σ 为平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 在第一卦限的部分。因为边界 Γ 是“从 𝑧 轴正向看去顺时针方

向”，根据右手法则，曲面 Σ 的法向量 n 必须指向下方（即 𝑧 分量小于 0）。平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
的向下法向量微元为 𝑑S = (−𝑧𝑥 ,−𝑧𝑦 ,−1)𝑑𝑥𝑑𝑦 = (−1,−1,−1)𝑑𝑥𝑑𝑦。

第三步：应用斯托克斯公式
将做功化为曲面积分，并投影到 𝑥𝑦 平面上。投影区域 𝐷 是直线 𝑥 + 𝑦 = 1 与两坐标轴围成的
直角三角形。

𝑊 =
∮
Γ

®𝐹 · 𝑑®𝑟 =
∬

Σ
(∇ × ®𝐹) · 𝑑S

=
∬

𝐷
(−1,−1,−1) · (−1,−1,−1) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∬

𝐷
(1 + 1 + 1) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 3

∬
𝐷
𝑑𝑥𝑑𝑦

由于投影三角形 𝐷 的面积为 1
2 × 1 × 1 = 1

2。

𝑊 = 3 × 1
2
=

3
2

【解法二：直接算】
第一步：明确顶点的顺序（方向判定）

三个顶点分别为 𝐴(1, 0, 0)、𝐵(0, 1, 0)、𝐶(0, 0, 1)。题目要求“从 𝑧 轴正向看去顺时针”。在 𝑥𝑦

平面上，从 𝑦 轴走到 𝑥 轴是顺时针。因此，在 𝑥𝑦 平面上的那一小段轨迹必须是 𝐵 → 𝐴。由此，

整个空间闭曲线的行走顺序被唯一确定为：𝐵(0, 1, 0) → 𝐴(1, 0, 0) → 𝐶(0, 0, 1) → 𝐵(0, 1, 0)。我
们将闭曲线分为三段线段：𝐿1(𝐵𝐴)、𝐿2(𝐴𝐶)、𝐿3(𝐶𝐵)。
第二步：分段计算

原积分为 𝐼 =
∫
Γ 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑧 𝑑𝑦 + 𝑥 𝑑𝑧。

◦ 在 𝐿1(𝐵 → 𝐴) 上：线段位于 𝑥𝑦 平面，𝑧 = 0 =⇒ 𝑑𝑧 = 0。方程为 𝑥 + 𝑦 = 1。积分项仅剩
𝑦 𝑑𝑥。令 𝑥 从 0 变到 1，则 𝑦 = 1 − 𝑥：∫

𝐿1

𝑦 𝑑𝑥 =
∫ 1

0
(1 − 𝑥) 𝑑𝑥 =

[
𝑥 − 1

2
𝑥2
]1

0
=

1
2

◦ 在 𝐿2(𝐴 → 𝐶) 上：线段位于 𝑧𝑥 平面，𝑦 = 0 =⇒ 𝑑𝑦 = 0。方程为 𝑥 + 𝑧 = 1。积分项仅剩
𝑥 𝑑𝑧。令 𝑥 从 1 变到 0，则 𝑧 = 1 − 𝑥 =⇒ 𝑑𝑧 = −𝑑𝑥：∫

𝐿2

𝑥 𝑑𝑧 =
∫ 0

1
𝑥 (−𝑑𝑥) =

∫ 1

0
𝑥 𝑑𝑥 =

1
2

◦ 在 𝐿3(𝐶 → 𝐵) 上：线段位于 𝑦𝑧 平面，𝑥 = 0 =⇒ 𝑑𝑥 = 0。方程为 𝑦 + 𝑧 = 1。积分项仅剩
𝑧 𝑑𝑦。令 𝑦 从 0 变到 1，则 𝑧 = 1 − 𝑦：∫

𝐿3

𝑧 𝑑𝑦 =
∫ 1

0
(1 − 𝑦) 𝑑𝑦 =

1
2

第三步：求和得出结果

𝐼 =
∫
𝐿1

+
∫
𝐿2

+
∫
𝐿3

=
1
2
+ 1

2
+ 1

2
=

3
2
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【评述】这里其实蕴含着一个极其深刻的轮换对称性：因为被积函数 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑧 𝑑𝑦 + 𝑥 𝑑𝑧 和积

分路径在 𝑥, 𝑦, 𝑧 的轮换下完全不变，所以三段线积分的值必定相等。

□

2 曲面积分常规计算

例题 2.1: 常规计算 求
∬

Σ 𝑥𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥𝑧 𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑦𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 Σ 为圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2

在 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0 两卦限内被平面 𝑧 = 0 和 𝑧 = 𝐻(𝐻 > 0) 所截下的部分的外侧。

【解析】面对开口的曲面（圆柱面的一部分），很多同学会下意识去“补面”用高斯公式。但仔细
观察：补面需要补顶、底、以及 𝑥𝑧 平面上的大矩形，计算量反而倍增！

因为圆柱面的法向量非常特殊（𝑧 分量为 0），直接用定义计算就行。

解答. 第一步：转化为第一类曲面积分
圆柱面 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑅2 = 0 的单位法向量为 n = (2𝑥,2𝑦,0)√

4𝑥2+4𝑦2
= ( 𝑥𝑅 , 𝑦

𝑅 , 0)。因为曲面取外
侧且 𝑦 ≥ 0，该法向量指向符合题意。将第二类转化为第一类：

𝐼 =
∬

Σ
(𝑥𝑦, 𝑥𝑧, 𝑦𝑧) ·

( 𝑥
𝑅
,
𝑦
𝑅
, 0
)
𝑑𝑆

=
1
𝑅

∬
Σ
(𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦𝑧) 𝑑𝑆

第二步：将圆柱面参数化
在圆柱面上引入极坐标：𝑥 = 𝑅 cos𝜃, 𝑦 = 𝑅 sin𝜃, 𝑧 = 𝑧。由于在 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0 两卦限内，且限制
在 𝑧 = 0 到 𝑧 = 𝐻 之间，定限为 𝜃 ∈ [0,𝜋]，𝑧 ∈ [0, 𝐻]。圆柱面的面积微元为 𝑑𝑆 = 𝑅 𝑑𝜃𝑑𝑧。

𝐼 =
1
𝑅

∫ 𝐻

0
𝑑𝑧

∫ 𝜋

0

(
𝑅2 cos2 𝜃 · 𝑅 sin𝜃 + 𝑅 cos𝜃 · 𝑅 sin𝜃 · 𝑧) 𝑅 𝑑𝜃

𝐼 =
∫ 𝐻

0
𝑑𝑧

∫ 𝜋

0
(𝑅3 cos2 𝜃 sin𝜃 + 𝑅2𝑧 sin𝜃 cos𝜃) 𝑑𝜃

第三步：分离变量计算积分
对于内层关于 𝜃 的积分：∫ 𝜋

0
cos2 𝜃 sin𝜃 𝑑𝜃 =

[
−1

3
cos3 𝜃

]𝜋
0
= −1

3
(−1 − 1) = 2

3∫ 𝜋

0
sin𝜃 cos𝜃 𝑑𝜃 =

[1
2

sin2 𝜃
]𝜋

0
= 0

将其代入外层：

𝐼 =
∫ 𝐻

0

(2
3
𝑅3 + 0

)
𝑑𝑧 =

2
3
𝑅3𝐻

□
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例题 2.2: 含有绝对值的第一类曲面积分与对称性 计算 𝐼 =
∬

Σ |𝑥𝑦𝑧| 𝑑𝑆，其中 Σ 为 𝑧 =

𝑥2 + 𝑦2 在 𝑧 = 1 以下的部分。

【解析】绝对值是积分的“死敌”，必须想办法去掉。
观察积分区域和被积函数的对称性，我们只需要计算第一卦限（𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0）的部分，然

后直接乘以 4，就能去绝对值符号！后续只需套用第一类曲面积分的标准公式，化为极坐标求解
即可。

解答. 第一步：利用对称性去绝对值
曲面 Σ 关于 𝑥𝑧 平面和 𝑦𝑧 平面均对称。由于 |𝑥𝑦𝑧| 是偶函数，原积分等于第一卦限部分（记为
Σ1）的 4 倍。在 Σ1 上 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0，可直接去掉绝对值：

𝐼 = 4
∬

Σ1

𝑥𝑦𝑧 𝑑𝑆

第二步：投影化为二重积分
将曲面投影到 𝑥𝑦 平面，区域 𝐷1 为第一象限内的四分之一圆：𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0。
曲面方程 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 的偏导数为 𝑧𝑥 = 2𝑥, 𝑧𝑦 = 2𝑦。面积微元 𝑑𝑆 =

√
1 + 𝑧2

𝑥 + 𝑧2
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =√

1 + 4(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦。

𝐼 = 4
∬

𝐷1

𝑥𝑦(𝑥2 + 𝑦2)√1 + 4(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦

第三步：极坐标系下的计算
令 𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃，𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃。定限为 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2，0 ≤ 𝑟 ≤ 1。

𝐼 = 4
∫ 𝜋

2

0
sin𝜃 cos𝜃 𝑑𝜃

∫ 1

0
𝑟2 · 𝑟2

√
1 + 4𝑟2 · 𝑟 𝑑𝑟

= 4
(1
2

) ∫ 1

0
𝑟5
√

1 + 4𝑟2 𝑑𝑟 = 2
∫ 1

0
𝑟5
√

1 + 4𝑟2 𝑑𝑟

这里老实换元了，令 𝑢2 = 1 + 4𝑟2(𝑢 > 0)，
则 𝑟2 = 𝑢2−1

4 ，8𝑟 𝑑𝑟 = 2𝑢 𝑑𝑢 =⇒ 𝑟 𝑑𝑟 = 𝑢
4 𝑑𝑢。当 𝑟 = 0 时 𝑢 = 1；当 𝑟 = 1 时 𝑢 =

√
5。

𝐼 = 2
∫ √

5

1

(
𝑢2 − 1

4

)2 √
𝑢2𝑢

4
𝑑𝑢 =

2
64

∫ √
5

1
(𝑢4 − 2𝑢2 + 1)𝑢2 𝑑𝑢

=
1
32

∫ √
5

1
(𝑢6 − 2𝑢4 + 𝑢2) 𝑑𝑢

=
1
32

[1
7
𝑢7 − 2

5
𝑢5 + 1

3
𝑢3

]√5

1

𝐼 =
1
32

(
1000

√
5

105
− 8

105

)
=

125
√

5 − 1
420

□
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例题 2.3: 第一类曲面积分的对称性化简 计算
∬

Σ(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥)𝑑𝑆，其中 Σ 是锥面 𝑧 =√
𝑥2 + 𝑦2 被圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑥(𝑎 > 0) 所割下的部分。

【解析】这道题是典型的“第一类曲面积分 + 对称性”组合拳。看到复杂的被积函数，第一反应
必须是找对称性！

积分曲面关于 𝑥 轴（即 𝑦 替换为 −𝑦）对称，利用奇偶性可以解决掉 𝑥𝑦 和 𝑦𝑧 这两项。

此外，对于直角锥面 𝑧 =
√
𝑥2 + 𝑦2，它的面积微元 𝑑𝑆 =

√
2𝑑𝑥𝑑𝑦 。

解答. 第一步：利用对称性消去奇函数项
积分曲面 Σ在 𝑥𝑦 平面的投影区域 𝐷𝑥𝑦 由圆柱面决定，即 𝑥2+ 𝑦2 ≤ 2𝑎𝑥 =⇒ (𝑥− 𝑎)2+ 𝑦2 ≤ 𝑎2。

这是一个圆心在 (𝑎, 0)，半径为 𝑎 的圆，它显然关于 𝑥 轴对称。曲面方程 𝑧 =
√
𝑥2 + 𝑦2 同样关

于 𝑦 偶对称。观察被积函数：𝑥𝑦 是关于 𝑦 的奇函数；𝑦𝑧 = 𝑦
√
𝑥2 + 𝑦2 也是关于 𝑦 的奇函数。

根据第一类曲面积分的对称性，这两项积分为 0：∬
Σ
𝑥𝑦 𝑑𝑆 = 0,

∬
Σ
𝑦𝑧 𝑑𝑆 = 0

原积分瞬间化简为：

𝐼 =
∬

Σ
𝑧𝑥 𝑑𝑆

第二步：计算面积微元并化为二重积分
对于圆锥面 𝑧 =

√
𝑥2 + 𝑦2，求偏导数：

𝑧𝑥 =
𝑥√

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑧𝑦 =

𝑦√
𝑥2 + 𝑦2

面积微元为：

𝑑𝑆 =
√

1 + 𝑧2
𝑥 + 𝑧2

𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

√
1 + 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
√

2 𝑑𝑥𝑑𝑦

将 𝑧 =
√
𝑥2 + 𝑦2 代入积分式，化为投影区域 𝐷𝑥𝑦 上的二重积分：

𝐼 =
∬

𝐷𝑥𝑦

𝑥
√
𝑥2 + 𝑦2 · √2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

√
2
∬

𝐷𝑥𝑦

𝑥
√
𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦

第三步：极坐标系下计算二重积分
引入极坐标 𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃。投影区域圆的边界为 𝑟 = 2𝑎 cos𝜃，定限为 −𝜋

2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2。

𝐼 =
√

2
∫ 𝜋

2

− 𝜋
2

𝑑𝜃
∫ 2𝑎 cos𝜃

0
(𝑟 cos𝜃) · 𝑟 · 𝑟 𝑑𝑟

=
√

2
∫ 𝜋

2

− 𝜋
2

cos𝜃
[1
4
𝑟4
]2𝑎 cos𝜃

0
𝑑𝜃

=
√

2
∫ 𝜋

2

− 𝜋
2

4𝑎4 cos5 𝜃 𝑑𝜃

8
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利用偶函数的对称性和 Wallis 公式：

𝐼 = 8
√

2𝑎4
∫ 𝜋

2

0
cos5 𝜃 𝑑𝜃 = 8

√
2𝑎4

(4
5
· 2

3
· 1
)
=

64
√

2
15

𝑎4

如果不记得这个公式也能直接计算：∫ 𝜋
2

0
cos5 𝜃 𝑑𝜃 =

∫ 𝜋
2

0
cos4 𝜃 · cos𝜃 𝑑𝜃

=
∫ 𝜋

2

0
(1 − sin2 𝜃)2 𝑑(sin𝜃)

令 𝑢 = sin𝜃，当 𝜃 = 0 时 𝑢 = 0；当 𝜃 = 𝜋
2 时 𝑢 = 1。∫ 𝜋

2

0
(1 − sin2 𝜃)2 𝑑(sin𝜃) =

∫ 1

0
(1 − 𝑢2)2 𝑑𝑢

=
∫ 1

0
(1 − 2𝑢2 + 𝑢4) 𝑑𝑢

=
[
𝑢 − 2

3
𝑢3 + 1

5
𝑢5

]1

0

= 1 − 2
3
+ 1

5
=

15 − 10 + 3
15

=
8
15

将该积分结果代回原式：

𝐼 = 8
√

2𝑎4 · 8
15

=
64
√

2
15

𝑎4

□

例题 2.4: 常规计算 计算
∬

Σ 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥，其中 Σ 是柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 1 被
平面 𝑧 = 0 及 𝑧 = 3 所截得的在第一卦限内的部分的前侧。

【解析】
直接按定义算就行了。

解答. 第一步：确定单位法向量
积分曲面 Σ为第一卦限内的部分圆柱面，取“前侧”即取向外的法向量。设圆柱面方程 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0，其梯度为 ∇𝐹 = (2𝑥, 2𝑦, 0)。由于 Σ 在第一卦限（𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0），朝外的单位法
向量为：

n = (cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) = (2𝑥, 2𝑦, 0)√
4𝑥2 + 4𝑦2

= (𝑥, 𝑦, 0)

第二步：将第二类曲面积分转化为第一类
利用微元关系式 𝑑𝑦𝑑𝑧 = cos 𝛼 𝑑𝑆, 𝑑𝑧𝑑𝑥 = cos 𝛽 𝑑𝑆, 𝑑𝑥𝑑𝑦 = cos 𝛾 𝑑𝑆，将原积分转化：

𝐼 =
∬

Σ
(𝑧 cos 𝛾 + 𝑥 cos 𝛼 + 𝑦 cos 𝛽) 𝑑𝑆

=
∬

Σ
(𝑧 · 0 + 𝑥 · 𝑥 + 𝑦 · 𝑦) 𝑑𝑆

=
∬

Σ
(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑆

9
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第三步：利用曲面方程进行整体代入与几何求解
由于积分点始终在曲面 Σ : 𝑥2 + 𝑦2 = 1 上，我们可以直接将约束条件 𝑥2 + 𝑦2 = 1 整体代入被积
函数中：

𝐼 =
∬

Σ
1 𝑑𝑆 =

∬
Σ
𝑑𝑆

积分
∬

Σ 𝑑𝑆 的几何意义就是求曲面 Σ 的表面积。Σ 是一个底面半径 𝑅 = 1、高 ℎ = 3 的圆柱面
在第一卦限的部分（即四分之一圆柱的侧面积）。

表面积 =
1
4
· (2𝜋𝑅ℎ) = 1

4
· (2𝜋 · 1 · 3) = 3𝜋

2

所以，最终积分为：

𝐼 =
3𝜋
2

□

3 高斯公式的常规运用

例题 3.1: 高斯公式与四面体区域的三重积分 计算
∯

Σ 𝑥𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦+ 𝑥𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑧+ 𝑦𝑧 𝑑𝑧𝑑𝑥，其

中 Σ 是平面 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 所围成的空间区域的整个边界曲面的外侧。

【解析】直接高斯公式。
对称性上要注意：散度算出来刚好是 𝑥 + 𝑦 + 𝑧，而积分区域（标准四面体）关于 𝑥, 𝑦, 𝑧 是

完全轮换对称的。

解答. 第一步：整理标准形式并应用高斯公式
注意题目给出的积分项顺序有调换，我们先将其对应到标准形式 𝑃 𝑑𝑦𝑑𝑧 +𝑄 𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑅 𝑑𝑥𝑑𝑦 中：

𝑃 = 𝑥𝑦, 𝑄 = 𝑦𝑧, 𝑅 = 𝑥𝑧

由于积分曲面 Σ 是封闭的，且取外侧法向量，完全满足高斯公式的使用条件。计算散度：

𝜕𝑃
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑄
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑅
𝜕𝑧

= 𝑦 + 𝑧 + 𝑥

记该四面体封闭区域为 Ω，由高斯公式：

𝐼 =
∭

Ω
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

第二步：利用轮换对称性化简
积分区域 Ω 是由四个平面围成的标准四面体，它在坐标变量 𝑥, 𝑦, 𝑧 的轮换下形状完全不变。因

此，多项式中各个一次项的积分必定相等：∭
Ω
𝑥 𝑑𝑉 =

∭
Ω
𝑦 𝑑𝑉 =

∭
Ω
𝑧 𝑑𝑉

10
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所以原积分可化简为只算一项：

𝐼 = 3
∭

Ω
𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

第三步：投影法计算三重积分
采用“先一后二”的方法定限：投影区域 𝐷𝑥𝑦 为直角三角形 𝑥 + 𝑦 ≤ 1, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0。∭

Ω
𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∬
𝐷𝑥𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦
∫ 1−𝑥−𝑦

0
𝑧 𝑑𝑧

=
∬

𝐷𝑥𝑦

1
2
(1 − 𝑥 − 𝑦)2 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
1
2

∫ 1

0
𝑑𝑥

∫ 1−𝑥

0
(1 − 𝑥 − 𝑦)2 𝑑𝑦

内层积分： ∫ 1−𝑥

0
(1 − 𝑥 − 𝑦)2 𝑑𝑦 =

[
−1

3
(1 − 𝑥 − 𝑦)3

]1−𝑥

0
=

1
3
(1 − 𝑥)3

外层积分：
1
2

∫ 1

0

1
3
(1 − 𝑥)3 𝑑𝑥 =

1
6

[
−1

4
(1 − 𝑥)4

]1

0
=

1
24

最终结果：

𝐼 = 3 × 1
24

=
1
8

□

例题 3.2: 高斯公式与对称性 设 Σ 为空间立体区域 {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 4𝑦2 ≤ 4, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2}
表面的外侧，求曲面积分 ∬

Σ
𝑥2 𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦2 𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

【解析】用高斯公式就行了。
继续看对称性，算出散度后会得到 2𝑥 + 2𝑦 + 1，而积分区域（椭圆柱体）关于坐标面是对

称的。这意味 2𝑥 和 2𝑦 这两项的三重积分直接等于 0！最后只剩下一个 1 的积分。

解答. 第一步：应用高斯公式转化为三重积分
设空间立体区域为 Ω。闭曲面 Σ 取外侧，满足高斯公式的使用条件。计算向量场 ®𝐹 = (𝑥2 , 𝑦2 , 𝑧)
的散度：

∇ · ®𝐹 =
𝜕(𝑥2)
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝑦2)
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝑧)
𝜕𝑧

= 2𝑥 + 2𝑦 + 1

由高斯公式转化为三重积分：

𝐼 =
∭

Ω
(2𝑥 + 2𝑦 + 1) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

第二步：利用对称性化简三重积分
积分区域 Ω : 𝑥2 + 4𝑦2 ≤ 4, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 是一个椭圆柱体。它关于 𝑦𝑧 平面（即 𝑥 → −𝑥）和 𝑧𝑥 平
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面（即 𝑦 → −𝑦）均对称。由于 2𝑥 是关于 𝑥 的奇函数，2𝑦 是关于 𝑦 的奇函数，它们在对应对

称区域上的积分为 0： ∭
Ω

2𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0,
∭

Ω
2𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0

原三重积分瞬间大幅度化简为求几何体的体积：

𝐼 =
∭

Ω
1 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑉(Ω)

第三步：计算椭圆柱体积
底面为椭圆 𝑥2 +4𝑦2 ≤ 4 =⇒ 𝑥2

4 + 𝑦2

1 ≤ 1，其半轴长分别为 𝑎 = 2, 𝑏 = 1。底面积 𝑆 = 𝜋𝑎𝑏 = 2𝜋。
高 ℎ = 2。所以椭圆柱体积 𝑉(Ω) = 𝑆 · ℎ = 2𝜋 · 2 = 4𝜋。最终结果为：

𝐼 = 4𝜋

□

4 自由变动曲面, 整体带入

例题 4.1: 含奇点曲面积分（挖洞法） 计算曲面积分 𝐼 =
∯

Σ
𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧+𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥+𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥2+𝑦2+𝑧2) 3
2

，其中 Σ

是曲面 2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 = 4 的外侧。

【解析】这是微积分（包括电磁学高斯定理）中最著名的“奇点积分”模型，这个场就是单个点
电荷产生的电场。

E =
1

4𝜋𝜖0

𝑞
|r|3 r

如果直接在全空间用高斯公式，散度算出来是 0，很多同学就会想当然地直接填答案 0。但
这完全是错的！因为内部有点电荷呀。

因为原点 (0, 0, 0) 是被积函数的奇点（分母为 0），而这个奇点恰好被曲面 Σ 包围在内部，

根本不满足高斯公式“区域内连续偏导”的条件。

对于这种情况，可以自由变动积分曲面（只要没经过原点），方便整体带入。

一种典型写法是“挖洞法”：在内部作一个包围原点的微小球面，利用夹层区域内的散度为
0，将原曲面的积分等价转移到微小球面上计算，最后结果永远是固定的常数 4𝜋。
为什么要取微小球面呢？只是为了让内部曲面和外部曲面不交，这个时候直接用一下高斯

公式，但其实相交也没事。

解答. 第一步：验证散度并识别奇点
记 ®𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)，模长 𝑟 =

√
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2。被积向量场为 ®𝐹 = ®𝑟

𝑟3。计算其在 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ (0, 0, 0) 处
的散度：

∇ · ®𝐹 =
𝜕

𝜕𝑥

( 𝑥
𝑟3

)
+ 𝜕

𝜕𝑦

( 𝑦
𝑟3

)
+ 𝜕

𝜕𝑧

( 𝑧
𝑟3

)
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以对 𝑥 的偏导为例： 𝜕
𝜕𝑥 (𝑥 · 𝑟−3) = 1 · 𝑟−3 + 𝑥 · (−3𝑟−4) · 𝑥

𝑟 = 1
𝑟3 − 3𝑥2

𝑟5 。三项相加得：∇ · ®𝐹 =
3
𝑟3 − 3(𝑥2+𝑦2+𝑧2)

𝑟5 = 3
𝑟3 − 3𝑟2

𝑟5 = 0。注意：在原点 𝑂(0, 0, 0) 处，散度不存在。而积分曲面 Σ (椭球
面) 将原点包围在内。
第二步：使用“挖洞法”形变曲面

在 Σ 内部取一个以原点为球心、𝜖 为半径的微小球面 𝑆𝜖 : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜖2，取外侧法向量。由

Σ 和 𝑆𝜖 围成的夹层立体区域 Ω𝜖 内没有奇点。在 Ω𝜖 上应用高斯公式（注意 𝑆𝜖 此时是内边界，

向外法向量带负号）： ∭
Ω𝜖

(∇ · ®𝐹) 𝑑𝑉 =
∯

Σ

®𝐹 · 𝑑 ®𝑆 −
∯

𝑆𝜖

®𝐹 · 𝑑 ®𝑆

由于夹层内 ∇ · ®𝐹 = 0，左边积分值为 0。从而得到等效替换：

𝐼 =
∯

Σ

®𝐹 · 𝑑 ®𝑆 =
∯

𝑆𝜖

®𝐹 · 𝑑 ®𝑆

第三步：在微小球面上代入计算
在球面 𝑆𝜖 上，单位外法向量方向就是径向 n =

( 𝑥
𝜖 ,

𝑦
𝜖 ,

𝑧
𝜖

)
。将第二类曲面积分转为第一类：

𝐼 =
∯

𝑆𝜖

( 𝑥
𝜖3 ,

𝑦
𝜖3 ,

𝑧
𝜖3

)
·
( 𝑥
𝜖
,
𝑦
𝜖
,
𝑧
𝜖

)
𝑑𝑆

=
∯

𝑆𝜖

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝜖4 𝑑𝑆

由于在 𝑆𝜖 上约束条件恒成立：𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜖2，被积函数化简为常数 𝜖2

𝜖4 = 1
𝜖2：

𝐼 =
1
𝜖2

∯
𝑆𝜖
𝑑𝑆

利用球面表面积公式 𝑆 = 4𝜋𝜖2，最终得到：

𝐼 =
1
𝜖2 · 4𝜋𝜖2 = 4𝜋

□

例题 4.2: 含参曲面积分极限、高斯公式与洛必达法则的综合 设函数 𝑓 (𝑥) 连续可导，
𝑃 = 𝑄 = 𝑅 = 𝑓 ((𝑥2 + 𝑦2)𝑧)，有向曲面 Σ𝑡 是圆柱体 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑡2 , 0 ≤ 𝑧 ≤ 1 的表面，
方向朝外。记第二类曲面积分

𝐼𝑡 =
∬

Σ𝑡

𝑃 𝑑𝑦𝑑𝑧 +𝑄 𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑅 𝑑𝑥𝑑𝑦

求极限 lim𝑡→0+
𝐼𝑡
𝑡4。

5 综合大题

【解析】第一步用高斯公式将曲面积分化为含参数 𝑡 的圆柱体内部的三重积分。此时一定要敏锐

地利用圆柱体区域对 𝑥 和 𝑦 的对称性。

最后利用柱坐标化为积分上限函数求极限，用洛必达法则。
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解答. 第一步：应用高斯公式并计算散度
设圆柱体区域为 Ω𝑡 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑡2 , 0 ≤ 𝑧 ≤ 1}。封闭曲面 Σ𝑡 取外侧。应用高斯公式：

𝐼𝑡 =
∭

Ω𝑡

(
𝜕𝑃
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑄
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑅
𝜕𝑧

)
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

利用复合函数链式求导法则：
𝜕𝑃
𝜕𝑥

= 𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧) · 2𝑥𝑧
𝜕𝑄
𝜕𝑦

= 𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧) · 2𝑦𝑧

𝜕𝑅
𝜕𝑧

= 𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧) · (𝑥2 + 𝑦2)
第二步：利用对称性化简三重积分

将散度各项代入积分式：

𝐼𝑡 =
∭

Ω𝑡

𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧)(2𝑥𝑧 + 2𝑦𝑧 + 𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
观察积分区域 Ω𝑡：圆柱体关于 𝑦𝑧 平面（即 𝑥 → −𝑥）和 𝑧𝑥 平面（即 𝑦 → −𝑦）均是对称
的。复合函数 𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧) 是偶函数，因此：项 𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧) · 2𝑥𝑧 是关于 𝑥 的奇函数；项

𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧) · 2𝑦𝑧 是关于 𝑦 的奇函数。这两项在对应对称区域内的三重积分绝对为 0。积分大
幅化简：

𝐼𝑡 =
∭

Ω𝑡

𝑓 ′((𝑥2 + 𝑦2)𝑧)(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

第三步：利用柱坐标计算积分并构造上限函数
引入柱面坐标系：𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃, 𝑧 = 𝑧，微元 𝑑𝑉 = 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧。定限为 𝜃 ∈ [0, 2𝜋], 𝑟 ∈
[0, 𝑡], 𝑧 ∈ [0, 1]。

𝐼𝑡 =
∫ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫ 𝑡

0
𝑑𝑟

∫ 1

0
𝑓 ′(𝑟2𝑧) · 𝑟2 · 𝑟 𝑑𝑧

= 2𝜋
∫ 𝑡

0

(
𝑟3
∫ 1

0
𝑓 ′(𝑟2𝑧) 𝑑𝑧

)
𝑑𝑟

第四步：利用洛必达法则求 0
0 型极限

令积分内核为 𝐺(𝑟) = ∫ 1
0 𝑓 ′(𝑟2𝑧) 𝑑𝑧，则 𝐼𝑡 = 2𝜋

∫ 𝑡
0 𝑟3𝐺(𝑟) 𝑑𝑟。要求解极限：

lim
𝑡→0+

𝐼𝑡
𝑡4 = lim

𝑡→0+

2𝜋
∫ 𝑡

0 𝑟3𝐺(𝑟) 𝑑𝑟
𝑡4

对分子分母同时关于上限 𝑡 求导（变上限积分求导定理）：

原极限 = lim
𝑡→0+

2𝜋𝑡3𝐺(𝑡)
4𝑡3 =

𝜋
2

lim
𝑡→0+

𝐺(𝑡)

=
𝜋
2

lim
𝑡→0+

∫ 1

0
𝑓 ′(𝑡2𝑧) 𝑑𝑧

因为 𝑓 (𝑥) 连续可导，其导数 𝑓 ′(𝑥) 在区间内连续。当 𝑡 → 0+ 时，𝑡2𝑧 → 0。

lim
𝑡→0+

∫ 1

0
𝑓 ′(𝑡2𝑧) 𝑑𝑧 =

∫ 1

0
𝑓 ′(0) 𝑑𝑧 = 𝑓 ′(0) · (1 − 0) = 𝑓 ′(0)
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得出最终极限结果：
𝜋
2
𝑓 ′(0)

□
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